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含若干微元的钢筋混凝土 

变 刚 度 杆 

张 明 

单 元 

肖允徽 

分 析 

俏薹 本文以台若干微 元的钢筋混凝土 变刚虔杆作为斫 充对象。直接应用积分 

法确 定截面的 M一 一N关 系及微元刚皮， 考虑材料的非线性效应； 应用凝聚法获 

得其杆端刚皮系数厦等效结点力，同时，综合考虑 了轴 力砬大变形的几何非线性 技 

应。本文为变刚度杆单元分析提供 了一简便而精确的计算机分析方法。 

关■髑 变刖皮杆，直接积分法，非线性，避聚 

前 言 

在钢筋混凝土框架全过程分析中，须综合考虑材料非线性殛几何非线性的影响。材料非 

线性表现在刚度沿杆长方向随内力而变化，但目前要用一显函数式来表示这～变化规律尚不 

现实。一般均有必要将框架各秆件分为若干微元，各微元的剐度按杆件截面的弯矩一曲率一轴 

力 (M—q)-N)关系确定。 为了尽可能减少来知数个数， 宜 将杆件视 为 含 若 干 微 元 的 变 

刚度 杆 单 元，如图 1所示。例如，计算四踌五层框槊，若将每个杆件划分为】5个微元，每 

b) c] 

目 1 含若干微 元的 变刚度杆单元(示意图) 

抽)特各扦件村升为若千{t元 (b)弯矩田三 (c)各杆剐虞变化情琬 

‘d)将各杆祝为古若千赦元的蔓冈4度秆单元 
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和等教结真 耸式， 刹用译算机程序自动形成。县体作毕是：．(1)揖绺段内力 拷直接积 

分枣褥静M 一N关系昀定每_微元隐刚度， 考虑材抖非线性的最响 ：茹参考幕猷EB ji 
出综台考虑砷力及大变开辜几fH丁苷线性旗应的增晕单 刚度矩唪 ．象胆 簖∈ ]写出等教结点 

力列阵 ， )装配成该霉 0廖仔婚总目 度簿辟和 筹蕊力种薄}(3) 用斑蒙法将谚杆啦间备 

l 定截面的伽 一 N关系及微元嗣峨 ’⋯ -· ’ ? ■ ■ 
0  0、 

，  

．

： ； 
． ． } ． 

本定应用直接积分法和微分法确定截面的M一 一N关系及微元刚发 一 

1．1 基本假定 ： ． 。 ． ’ 

： ) 含n个微冠的变刚度杆单元，如图2( )所示}第 1}微元的各种几何参数，’如图 

(b)两乐。 ⋯’ - 、 一 ：． ■j ’一 ． 

2) 材料本构关系，如 3和图 4所示。 ． 

3)符台平截面变形假震，且当截。面罡压边缘最大霉变超碹j昆棼士极眼压应变 一时， 
即认为截面破环。 ． ～ 

1．2 积分公武推导 

按以上假定，截面上的应变分布分别有以下七种情况，如图 5所承≯p F 0 ， 
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固 5’ 截面_土应 变分市情况 ， 。
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图中，。一和 q分别为混凝土受雎及受拉边缘的混凝土应变，9为曲率，其余符号 同前。
．

其实，图 5中的一E种应

变分布，均可由以下圈 6所

示的三种应 变分布情况组合

而成。而且，图 6_晡叠|，和

(c)两种情况 的 应 力 一应

变关系式，在表达形式上是

相似的，只须在 对 应 公 式

中，将 受压 的应力和应 变 代

换成受拉 的 应 力 和应变即

可 。

对应于图6中(a)应变分布的轴力和弯矩公式为。 zi

《。： 一“=C印，(一i2e一{)等 ‘．’．·
一

，

一 鲁(竿 ⋯警 ) ’j! ⋯㈩
‰=C印÷(鲁一号)詈 、

～

．’j’’。a专[掣 一髻 一] 。㈨
而对应于图 6中(b)应变分布 的轴力和弯矩公式为；

‰。C印·(，吨-s×毒等)孚

一 告㈠^赢。‘!!薯攀 ] ㈩

‰=，》。÷e，-o--坼暮 ]孚 __

：_．。：专■分：,2)-o．15x娑!)二娶竺?]㈩
， 、 ' ；

I

’ 。

．
1 · 。

将以上‰卿川=ip，分啤‰m求偏导移可得。‰毒嘣一，
h-=弓}!晦名等 一和M。产挚 ct=，婵．槲算公式c5)童印。
再将公式中的d。，。̈ 。f和e日分别代意以壹量R，岛 e。和e。。在计算受拉区混凝土
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台力时，R=Rf，￡=￡j，。．=0，￡ =。⋯ 在计算受压区混凝土台力时， R= 0，E； 或̂ 

e口，￡ ：￡j或 0，e。：￡。．由此，可写出图 5中(a)～(g)共七种情况混凝土的轴力、弯矩及 

其对 8̂、肇的偏导数值。例如，对于圉(g)，，有： 

N =̂Ⅳ  ̂( o，e 0，0，e。)+Nj 2(口日，。‘，e 0，￡。)+Nh『(R z， ，O， I) (13) 

NÊ =ⅣF 2( o， ，8。，8。) (14) 

NF̂=Np̂】(口口，￡。，O，e 0)+NF̂2(口口， ，̂￡。，e口)+NF 】(o 0， {，0， I1) (15) 

M =̂M Î( 0，8o，0，eo)+M (口。，。̈ s o， I)+M 】̂(Rj， ，0， I) (16) 

MEh：MÊ2( D， ，￡o，e。) (17) 

M F ：MFhl(o口，8。，O，￡。)+MFh：(o o， ，￡D，e D)+MFh (Rf，E-t，0，。I ) (13) 

同理，可写出图 5中(a)～(f)对应的应变分布自 相应公式。 

钢筋的轴力、弯矩及其对 ·、 的偏导数亦很容易写出，这里不再赘述。 

将 上混凝土与钢镐各对应量迭加， 即可得截面的轴力、 弯矩及其对 、 的 偏 导数 

值， 即 

N=N̂ +N F+N： (19) 

NE=Nf̂ +NF目+N (2o) 

． 
NF=Ⅳn+ F + # ．．- ’．t ( ) 

M=Mh 4-M口+M； (22) 

‘ M =Mes+M +M (23) 

MF=M F̂ +MFa+M (2̈  

式中，下标 E和 F分别表示 N或 M 对 和̂ 柏偏导数· 

1．3 鼍面的 M— —N关系 

若截面上 的轴力和弯矩已事先求出， 分别为 Ns和 Ms． 为求得与之对应的 和 ， 可 

先假定8 。和 。值，代^t19)式瓤(22)式，计算N和 M，再判断是否满足 下(25)和(26) 

式t 

_l ：I = ≤△
． 

’ 

(25) 

．  

N 

和 = ≤△ (26) 

式中，△ △ 均为所要求的精度。如不满足，可将 。和 。 入(20)，(21)和<23)，(24)， 

求得 NE，Ⅳ 和 M￡， M 从 而 可 按 以下 (27)～ (3O)式， 得 到 8‘。和 。的 修正 值 

l̂和 】。 

．= N · + M · 等+斫AM 
△ n=△Ⅳ ·却aN。 + AM · 

9M  

： —

AN
— + _ ．．

AM 。 (28) 
N F M F ‘ 。 
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～ ⋯ 一 一 一 ⋯ —  h — — — — — ⋯ 一 ⋯ ⋯  

，  ￡ !̂： c+ (29) 

_ =午c △甲D ‘ ： 。 (30) 

将 (29)和 (3O)式代入 (19)和 (22)式，重新计算对应附N和 值， 然后再判断，修 

正。如此迭代，一般只须两、-三次就可满足 △ 和 △：的精度要求 从而求得 Ns和 Ms所对 

应的虚变分布参数 e 和 ，亦即ul 确定截面的弯矩一曲率一轴力关系。 

l 微元的剐度 ’ 

职撇元形心处截丽的刚窿作为微 元刚度，则其割线刚度为。 

B — M
一  (31) 

： 

其到线刚度为： 
B一 曼M_{ 堕 璺  _， 

-  锄 ，口F ． 却 ． 、 

： F-；-Me ．．驾 (32) 
啦 

武中絮 可由(1 9)式N的公式推导出。 ∞ 

2 形成杆件的总刚度矩阵和总荷载列阵 

捌 2( )所 不 的耍刖度秆单 兀， 系 由 个 徽 而所 组 成， 词 每 一徽兀 的刖厦根据 上 水 

得， 且视为等刚度，以考虑材料非线性效应!然最 参照文 [6]可写出第 个微元综合考 
息轴 及大变形几何非线性效应的增量单元刚度矩阵 

= [ 
+ 
] 罩 ．．。舯 

畔1， 粤 于臻睁毒 ‘ ．尊酶 导，雌芳式 l可囊 或透交刚窟孽 巷雨度矩薄。． 

0 士．I ‘。 ： r 0 

一  一 ⋯ 一 一 一 一  ⋯ 一 一 一 一  一  

0 ：， 。 

一  ． lI ’ 
．  一  ； 1 

， 
≮ ， 

。  。。。 

’端 《．．．⋯ 『 ～ 0 n‘ ‘K · ‘ 

! 锯 
0 ．； 、 ， 1c 

州  

” 2 3 j  
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。  

为了便于组装，萑程序rp寅将微元的单元刚虞l硪阵设 勺 堆数组，冀 i ～州小变啭世为 

微竞单元号。这样，便于将杆件总刚元素与备微元 刚元素一一 对虚起来。下丽 (35)～(40) 

式是拼装轷件总刚(KE)的对应公式。 

KE(f，J)：K(f，J，1)((J=l，3)．J：1，j) (35) 

KE(I-3，J 3)： (J 3，J+3． )(，J==l，3)，J：l，J) (36) 

KE(3L+I，3L+J)：K(J+3，J+3，L-1)+K(I，J，L) 

．
(((f：1，3)，J=l，J)，L：2， ) (37) 

KEfJ+6，J)=K(I+3，J，1) ((f=1，3)，J=1，3) (38
．

) 

KEg5n+J，J’3)=K(f，J+3， )((f=1，3)，J：1，3) (39) 

．  

．

． 
KE(3L+3+1，3L+J)=K(I+3，J，L) 

。  

． 
(((f：1，3)，J：1，3)：，L=2， —1) (dO) 

或带，常数 为微元总个数。以上所形成的 KE元素为其下三角部 }上三角部分可根据对 

称性自动形成。 l_ 一 

为了便于盛用凝聚洼，在组装 [K即 时， 宜将秆件两端结点 (即 1点和 n+1点)的剐 

度系数放在矩阵最前面 6×6阶；在组装秆件总荷载列阵{PE)时，亦 宜 将 杆件两端结点的 

等效结点力放在该列阵的最前面 6×1阶。 

3 确定变刚霍杆单元的杆端刚度系数及等效结点力 

以上所得变刚度秆总髓度矩阵(34j式，包含了两个轩端结点和 (H～1) 内部结点，即 

包含6个杆端自由度和 3( —1)个内部自由度。为 获得该变 6度杆单元的秆端刚度系数， 

须在拼装结构总刚度短阵之前，将这些内部自由度消去，此过程即称艺为 凝聚” ． 

将变刚度杼的憩剐魔矩终分块如下，其中{，．)表示欲求的杆端自由度， 而(，z}为拟消去 

的内部自由度。 。．‘ 

； { ． 1 ’t ㈨ 

首先对{， )求解，再以U }表示{，z)，，有z 

f， )=[ ) ({P )一(k )(， }) (42) 

([ I]一( I 2][≈2 2] (k 21]){，1)={Pl卜 (k1 2](k 2 2] {P2} (43) 

夸 [K ]=[ 1()一[七l 2][七2 z) [ 21] 
． 

(44) 

(PP3={P1)一[k， ][ 2 ]。 {P2) (45) 

Ⅲ4有 C ]{，I，：一<PP} {46) 

式中，(KK3~II为凝 聚后的轷单元刚度矩阵，(PP3印为凝聚后的等效绪点力矾H嗥。 

由此，可写出求解EKK3和EPP3的凝聚过程，其框图如图7所示。 

尚须指出，以上框图适用于对称的总刚度矩阵，若用于 非对称 矩眸，瓤在 J循环中用 L 

代替 M。 

按 以上凝聚过程所获得的( E]矩阵和(PE)列阵的前 6 x 6阶子矩阵和前 6×1阶子矩 

阵∥即为所隶变刚度秆单元分析的单元刚度矩阵[西K]和等效结意为别肄 P }． ． 
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图7 凝聚过程框图 

开 始 
J 

I 

I _  一  。  

。。 。 。。。 。。 ——— ——。— ⋯ — — ‘‘ ‘ 。‘。 。。。 ’ 。。。 。。一 I 

求 各 微 元 刚 度 ； 
—

‘ — ‘ — — — —  j 

， 一  一

’
一 ～ 一 一  ，  

I 写出各微元 的 单 It [k)“II 
和等效结点 力 列 阵 {P) ’ I 

I① ⋯ 

图 8 

致 谢 

礁庆建筑工程 院学报 

为 了将 以 1二所求 得的(KK3和 {PP)从局 

部动业标系转换到整体座标系下， 须利用转 

换矩阵 [71]．当采用线性增量法和非 线性增 

尾 法 时， [ ]须 用开始施 加该级荷 载 时的已 

变形 的 Jl何 』 寸形成 。 

4 结束 语 

本文对含若干微元的钢筋混凝土变刚度 

杆所采用的单元分析方法 物理概念清楚， 

计算比较简便 结果更为精确，且易于在计 

算机上实现。不仅综台考虑了材料非线性和 

几何非线性效应，而且通用性强。奉方法e 

在西门子7570一c计算机 卜宴现，程序框图如 

图 8所示。 ： 

；蓑 嘿荡嚣 {嚣 及总结点力列阵。f产 i 
— —

一 — 1 ～ 一 一 

l 凝 聚 掸 中 间 f 
3("一1)个 自 由 度 f 

i二二 二互 二二二二： 
J取(KE]的前1S 6阶予距阵和 l I
{PE)的前6 l阶子距阵即分 l I
别为杆单刚[KK)和结点力 ： 

0列阵{PP) J 

f ． 
结 束 

变刚度杆单元分析框图 
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ELEMENT ANALYSIS OF VARYING STIFFNESS 

MEMBER INCLUDING SOME SMA乙L SEGMENyS 

Z g M ing Xiao Yunhui 

ABSTRACT This paper deals with varying stirfneSS RC member including 

som e small segments． The M - 一N relationship of the cross section and the 

stiffness of the small segment， w hich refers the material nonlinear properties， 

are developed dire ctly bY integral method． And the condensation method is 

adopted to calculate the stiffness coeffi cients f the m ember ends and equilib— 

rium loads． Simultaneously， the geometrical nonlinear effects by both of the 

axial louis and large deform ation arc considered． This paper provides a simple 

and accurate computer analysis m ethod for varying stiffness memb er including 

som e small segm ents． 

KEY
、

W ORDS varying stiffness meniber~ direct integrel method， nonlinear 

properties， condensation 
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