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摘要 表文在倪美三角阵和交错块概念的基础上．又提 出了rL个斫的概 台
． 并研 

究 了几种 粘结 积圈的优 美性。。即当y=(G!，6- ，⋯，G }是一十可 拈 图集
，

F ： K ， 

— j时，F(y)可 为一 十 优美 国’ 当y=(G ，G ，⋯G )是一个 和，毒圈集 ，是满 足一 

定条件的优美国时，F(y)可 一十优美旧；、"JAY= G：，G：．⋯，G )是一个瞬快圈 

集，F是一个满足一定条件的优美目集时，F(y)可为一个优美 。 

关键词 优美偶目对，优美对田，粘结积 圈，愉快 圈集 

前 言 

文(3)引入了优美三角阵，，交错块等新概念。本文以上述南硪惫为工具租基础，进一．步 
引入了一些新概念和工具，集中地研究了粘结图的优美性。 、 

本文所用术语豫术文新引入的和文(3 j中；I八的之外，均为常用术语。 

1 各种偶图对与对图 

1．1 偶合偶圉对与偶合对围 一 、 

对优曩偶图G x，y}且)及其优美标定，， 我们 定在 之下的基点 ( 1)往集x 

当中。 一 

对具有 个顶点的优美偶图G J=(x ，Yllj Et)，其优美标定为f ， 其征』 之下的优美 

矩阵为A-．列A ，将各点 ∈y所对应的行中的备元索 l均改为零， 从而得 到 矩阵 ， 

称 B【为Gj的 “y空矩阵” (见图 1)。r 

对具有 z个点的优美偶酒Gt：(x ， ；西 )， 其优美标定为f：， 其 在f：之下的优美 

矩阵为A z。对A z，将备点 ∈xz所对应的列中的元素1均番改写为零，从而得到矩阵墨 ， 

称 为G：的 ‘ 空矩阵”(见图 1)。 

移动 ，使霹到 直 之上，要求两者主剥角线曲与 所在的直线重台 在重台部分 
● l { J ‘ ‘ 
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．

各位置集上元之他为 B 中相应位置 上元 与 申相应位置上元目。 这 样就得到如图 1中 

M昕舍的阴影部份所限定的一个短阵H⋯ 。 

如果矩阵H 中，豫n Ⅱb”线所在的位置集为姨位置集外，其它均为优美位置集，亦即 

如果H⋯是一千仪禽一个缺位位置集的跌位交错块’ 那 么就称优蓑偶图G 与G z构成了一个 

“偶台偶图对 (G ，G )”，并称H 所对应的偶图w为 (G ，G )所列应的一 个 “偶 合 

对图”。 

偶台对图w在缺位交错块H 之下有一个标 定 l，它满足： 

对G 中的点u，有 

f(u)=2l(u) ∈Xl， 

“u)=fi( )+， 2 U∈Y L 

对G：中的点 ，有 

f )=f 2( )-t-5 u∈X 2 

f )=f 2(u)4-s～”2 ∈Y2 

在偶合列图w中有x(w)=xl UY 2，lr(w)=x 2 UY 2 暑口有w：G (xl UY2，x2 LfYl， 

，窜 
圈 1 图 2 

例 l l在图 2中，优美 偶 图G ：(x ，Y J}E )及G = (X 2，Y。，茸。)以 及其优美 

标定l 与f 如图中所示。其有 

{f-("){u∈X )={1、 2、 3) 

{ ： )I ∈Yi}={4、 5、 6、 7) 

{?z(”)： ∈x )={l、 2、 3) 

( ( )： ∈lr：)={4、 5、‘6) 

其所对应的优美矩阵为A 及A z。G 划应的 lr空矩阵为 B ，G：刘应的lr空矩阵为 丑 }由 

—百 一与
一 里 叠成的缺拉交错块为HJ 决定的偶台对圈为w。w是～个借圈。在H 之下， 

它有标定f 在l之下，有 
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X(、v)=fU： ?(")= 1，2，3，t，5，6，7』=X L Uy 2 

Y(w)={ f(u)= 8，9，l0，l1，l2，l3j=x 2 JY 

易知， H j的缺位位置集中任一位置处添加一个 1， 则其 就 变成丁一 十交铹块。 

这时， 丰H应 地意昧着证 一个栩应点对之间连 』 一条边，使w 变成一个交错偶 。同 

时，标定 就变成⋯J某对应的交锵n。 

1．2 匹配偶圈对与匹配对圈 

对优美偶图G= (x，yI )，再在 中增加一个顶点子集z， 包 01 LJ 包0 ⋯勺 

全部孤立点。这样一米，G又可表为G (x，Y，Z；E)。 

列一个偶合偶 对 (G ，G z) w为其偶台对图， H， r是w对应的缺位交错块。现 没 

G = (x L，Yj，z L；E】)及G 2= (x 2，y ，z }E )， 又设f】 』f 分别为G G 2的优 

美标定。如果更有： 

(1)列y“∈X ，U∈y 2，均有f L(d)二?2(”)+s～肛2 

(2)对Vv．∈y】， ∈x 2，均有fl(u)+ 2士 2( )+s 

就称 (Gl；G：)是一个 “匹枢偶罔对”，w为 (G ，G )所成的 “ 刿母”。 

很容易看出， ㈠ 的阿个冬件扎实是保持G 与Gz是w的两个 ： 交予 图 的。 这一点又 

可举例 说明 。 

侧 2 在 3 q J，优美偶 Gl= (x【J y” z】’E1)及G2= (x 2，y：，z 2’E 2)以 

及其优美标定如 图『 所示。G 对应的y空矩阵 Bt与G 对应的x 矩阵 口 亦 圈 中 所 示。 

Bt与 B。叠台成缺位交错块H s 。Ⅳ是H 所对应的匹配对图，( 与G 是它的两个不交 

子 图。 

我们还 【j 指出一点， 当 G 与G 都是树 

时，匹配偶图对fG ，G )就是文[1)中所定 

义的 匹配 对 (matched—pair)。 

1．3 优美偶图对与优美对图 

对一个匹配偶圈对 (G：，G。)，设nl与 

分别为G 与G 的顶点数，Ⅳ 为其 匹配对图。 

如果更有n = = ，那么我们就业称(G ，G ) 

是一个 “优美偶图对”，并称 W 是(G ，G ) 

划应的 “优美对图”。 

易见，这时 对应的缺位交错块H⋯ 所缺 

位置集是R(1。1)， 它 所对应的标定 应满足， 

对G．中的点 ，有 

(U1= L( ) 

f(u)=，J(u)+n 

对G：中的点U，有 

f(u)=f (u) 

f( )=l 2(u) 

现在，我们亦 举例说 明这件事。 ． 

瞬 
，f ， 

‘ 

u∈X 

u∈y 

U∈X 

u∈Y 2 

令a 
r 

囝 日J吐土 倒 
圉 3 
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1 爱 墨 令 对，其优美埘图w及Ⅳ剥碰的缺位交错块为有缺位位 ，r门 7 置集R(1．)的跌位优美方阵H s s。这些均如图中所 ．：／ 6 

筘 。 'L4GG 1 (beau 商 显然，当 与G 均为树时，这里的优美偶图对阿 ———_广1 — 平÷彻 (G ，：)就是文 j 所定义的优美树 一 I士]．．一日H pnir 肝F 阳}千习 昭 
2 各种图集及其粘结优美性 写 

2．1 轱结积固 

今F是一个县I}t个顶点 1≤f≤m，的标定图， 

Y是 由t个偶台对图 =(G l，G 2)，1≤j≤t， 0≤ 

t≤【孚[，及m一2f个图G 所成之集。Y=< ，G 

邝 

⋯，G )中各圈之间以及它们与F之间都互不相交。 从每一个 G，中各选出一个点 ， 使u 与 

， ， l≤i≤mJ分别合并成一点，便得到一个图F(Y)，我们称其 F与Y的 “粘结积图”。 

本文的主要目的就是探索F与Y需要满足一个什么群 的 条 件，才 能 使F(Y)成一个优美 

图?下面分述之。 

2．2 可轱瞳集度其优美性 

： 对图集Y=<G ，Gt，⋯G )，若其中有f，1≤ ≤l 一1个偶合划图，其余的} 一2 t 
个图G，l申，主要有一个是一般优美圈之外，均为交错偶图，则Y是一个 “可 粘图集”。 

图 5 

下面试举例说 明这一点。 

这里，我们称 Y是可 粘图集 的 理 由 是这样 

的；设各偶台对图w 对应的缺位交 错 块为H ， 

各交错偶酱G 列应!的交错块为g ，一般 优美图 

(若有的话) 对 应的优美三角阵为B，那么这些 

H” g ，日就可如 图 5中所示的那样， 从右上到 

左下依次排成一个具有m一1个缺位位置集的缺 

位优美三角阵A。 此时，若有一个具m个点 m一 

1条边的图 F， 其点在某个标号 z之下，使其所 

含的m—l条边所对应的 i恰好填满上述各缺 位 

位置集， 则A就变成 了一个优美三角阵，同时这 

亦意味着F和y中各图 “粘成”一个优美图F(y)， 

而A就是其对应的优美三角阵。 

例 4：图6中所载图集y由一个偶台列图w ，一个匹配对图w ， 及～个优美图 (其实 

是一个交错偶图)G构成，即y=(w ，W ，G)。W 对应的缺位交错块为何 ， wl对应的歃 

位交错块为H ，G对l趣的优美三角阵为A。粘结基图 我们取为星 ， 。F(y)及列应的优美 
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图 6 

ll 

三 角阵如 图 s示 。 

从例 4很容易得出这样一个结论 

定理1 Y (G。．G ．⋯，G }是一个可粘 图 

集， F：K ，一 是一个星圈， 则 F：~IY 超可粘 

戊 个 ； 型的伐艾圈。 

2．3 合谐图集及其优美性 

Y：{G。，G ，⋯，G }是一 十可粘图集，如果 

(Gi，G⋯)' ≤f≤【 】，都是优美偶图树， 
那幺我们就特刖地称呼 Y是一一个 “台谐图集 。 

这里，称呼y是 台谐图集的理 由是： 由于各 

图对(G⋯G—t)1≤i≤【～ 一】，都是优美偶图 
对，因而其对应自 是优美对图w。，商各 ．对 

应的又都是具缺位位霞集R(1．】)的正 方 形 缺位 

交错块。于是构成的 m一1缺位位置集的缺位优 

美三角阵l辛}所具有的这：m—1个酶辖桩置集之间 

的间隔就更有规律性了。这样，图第 的粘结性， 

不用说就更优越 些了。 

这里就研究邀一点。 

对正整数n，， 1≤f≤ ，则 

N(。)：0，N(i)：蟊 ” +I i， 、 l≤i≤ 
J‘1 

对仓带图寨y=(9 z’G z ⋯， 

， 在f毒下的标号数蝎分jj{}满且 ·■ 圈 7 

茸  
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这m一 1边生成之 图记为F，则就有优美图F(y)。这件事的一个特殊清况就表述在下面的定 

理 2中。 

定理2 Y=(G ，Gt，⋯ ，G }是一个合谐图 集， 是其决定的缺位优美三角阵A对照的标 

定。F是一个 含m个点tl， 1≤i≤m，m一 1条边的图，若有其标号 使 

(1)F中之边在 之下取尽各数0 ， 1≤ ≤ } 

(2)对每一个『J都存在G 中一点Uj，使存 (Uj)= (t )则在使U 与t (1≤ j≤m)分 

别重台成一点的条件之下，F(Y)是一个优美图。 

6 ，白 

t ‘ 

， 】 

L， 

圈 8 

而这里恰好有一个圈～ 具有 m个点的链 

···—--． ——恰好就具有这个性质。这也就是说，具有 

m个点的链可 以把Y巾的 m个图Gi串接起来， 

成一个较大的优美国。 其 串接的 形式 是这样 

谓 

的。 

令c ．是一个具有 m个点 c ， 1≤ l≤m的 

链，其标定 如图 8 中所示：(即 有 (c．)= 

) 若给c 一个新标号 ，使 

(")=r+Ⅳ( (u)一1) u∈V(C ) 

Nc 中各边在 之下的标号就恰好取尽Q．，1≤ 

， l≤m。这 就是I 

图 9 

推论1 令c 如上所定， 1≤r≤mf”{nI l 

1≤i≤m)。对每一个 ，再令G．之满足z， = 

r+N 一 的点 为粘结点。 则合谐 圈 集 Y= 

{Gl，G。，⋯，G )则令 ：=c ， 1≤ i≤ ，时 

c (y)是一个优美图。 

为说明这个定理，我们举例如下： 

例 5；图 9中，Y={Gl ，G2，G 3，G。，G ) 

是一个台谐图集。 其中 (G ，G )， (G ，G ) 

各为优美偶图对，G。是一个交镨偶图。c 是一 

条含 5个顶点的链。其下面的大图c (Y)就是 

它们粘错商成的优美图。旁边的大型优美三角 

阵A， 就是 c (y)所对应的优美三 角阵。 (这 

里取r：6) 

推论2 在推论 i中，若图集Y中各图都是 

树，则c (y)亦必为优美树。 

推论3 在定理 2中，若_Y中各图，以及F 
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均为树，则F(y)亦为优茭树。 

容易看 出，这里的推论 2及推论 3就是文 1)中的推论 5 及定理 5· 

2．4 情快图集及其优美性 

y：fG．，G ．．，G )是一个台谐图集，萧各G．所县有的顶点数 (域说具有的边数)均彼 

此柏等。州称y足一个 “愉快图集”。 

这 ，特球y是愉快 集的理由是： 于各G．具有的顶点数都是彼此幅等的， 不妨设其 

为M，于是知各优美偶图对(G．，G⋯)1≤i≤I I，刘趣的都是倪共 个缺位位置集 

圈 l 0 

R(1．1)的缺位优美n阶方阵， 从而由这些浃位 

优美n骱方阵构成的具m—1个缺位位置集的缺 

位优美三角阵A (见图10)中，各缺位位置集 

相互之间的间隔都是一致的。这样一来，可作 

图集 y的粘结基图的图类就更广了。 

定理3 Y=(G ，G ，G。，⋯，G )是一个愉 

快图集，其中备 G。分别有优美标定f ，且其点 

数均为n。又设F是一个具m个点 ，l≤l≤ ， 

的优美图， 为其优美标定。则当职标 定 f，使 

陵 

(1) (u)1=“ v)4-(i一 1)n ∈Xi 

J(u)=! (V)+(Wt．一i) 
． 

u∈Y 

(2)当m=2 +1 (奇数)时，对G + 中的点u，有 

(3)列F中的点 ．，有 
fct．)=n· (t：一L)+r 

时，Z是图F(y)的一个优美标定。 

这时，各G，上的粘结点均为满足f (u )=r的点u：。 

(规定 (t 0)=0， 1≤r≤n) 
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惩个定璎就是裨吁罔集y为愉 圈集的砸 罔。 

为说明这个定理，， 例如 r： 

傅 6 在图儿中，Y={G ．G ，G。，G ，G 】是一个愉快图集， 其 (G ，G )，(G z， 

G．)均为优美图对，身见，F(y)是一个优美图，其对应的优美三角阵亦如图示。 

推论4 在定理 3 Ii，若y叫_i备翻均为树，F亦为树，刑F(y)是一个优美树。 

显然，这个推论与义[1]甲定理 2是一致的。 

2．5 讨论 

(a)在推论 4【#，取Y：(G【，G )，其中G 与G 是一对同构的优美树，又取F=Kt， ， 

ISJG<Y)当然亦是一个优美树。 而这个结果就是文[2)中的定理 2。对文[2 j【}1的{ i仑l， 

当然亦可照此办理。 

(b)在推论 l『p，取Y：{G ，G )，其中G，与G 是一对同构的优美树， 又取具有两点 

路C ， c：(Y)亦为一个优美树。 这就是文[2)审的定理 4。 对文(2)中的准论4．3亦可照 

此办理。 
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GRACEFULALITY OF COHERENCE=PRODUCT GRAPH 

Peng Ta~hua Zh0“ Yu,qin 

ABSTRACT On the basis of the concepts 瞳 gracefu1一triang1e matrix and 

interlaced block， this paper presents several new concepts and studies the 

graeefulatity of several coherent—product graphs．When Y={Gl，G2，一”，_Gm}is a 

coherent—collection of graph and F=Kl， 一：， F(Y)m宣y construct a graceful 

graphj when Y =G 【，G 2，⋯ ，Gm is a harmonious eolleection of graphs and F is a 

graceful graph which satisfies some conditions， F(Y)may construct a graceful 

graph~when Y=(G【，G 2⋯，G }is a happy collectiOn of graphs and F is a graceful 

graph which satisfies some conditions，F(Y)may construct a graceful graph． 

KEY WORDS graceful bigraph-pair，graceful pa~l：一graph cohc ent—prod|Ict 
～  

graph，happy collection of graphs -、
． 
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