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一 类双曲型拟线性奇异方程的Cauehy问题 

唐 鸣 放 

(基础科学系) 

摘 要 本文研究了一类拟线性奇异方程的 Cauchy问题，证明 了解的局部 存 

在、唯一和 稳 定性。 

关■词 奇异方程，拟微分算子，Banaeh~问 

考 虑方 程 

碧+ 雾一。善裔=o ， < ㈩ 丁 一I音 一” ’ < <； ‘t) 
“It．6：l(x) (2 

t “tI,-0：g(x) f 3、 

硝 t 1)为EuIer—Poisson—Darboux方程，又称为奇异方程 ， 少学者对该方程进行过深入 

的研究 。直到六十年代~JJW~instein，Lions,，ErdelYi等发现了 (1)的一种分数阶积分 

算予以后， (1)的研究才有了新的突破。然而对于非线性的情形还未见有文章。本文以拟 

微分算子为工具，研究了 

+竿 ； u*t,-~Op( ， ，D =g( ，x) (111 
的奇性Cauchy问题，证明了解的局部存在、唯一和稳定性。 

1 定义 引理 

-殳lcR 是有限区间，口cR 是有界区域 

定义 t 定义在j×R ×口×R’／0上的 C 函数 p(t， ，̂x，e)若对任一 重指标口， 以及紧 

集KcR 成立 

ID O~p(t， ， ．暑)I≤c ． (1+I )～  

其中c⋯ 与}， 无̂关，N~p(t， ，̂x，毫)为以 t，^为参变量的S7，。(口)类函数。由 

半 文 i g8B年 9月29日收 到。 
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P(1， ，̂ ， “= t， ，x， ； ( ； 

定义的P(t， ，x，D)称 为依赖于f， 的OPST．。(0)类拟微分算子。简记为 P(t， )。硝： 

p(t． ，̂x，})为其象征，记为a 。 

如果当f I。E1， 一̂’̂ 0∈R 时对任意的。， 有 
·； 

sup}Dt D~p(t， ，̂x，s)I(I+I sI)Iol一 +0 
，考 

则称p(t， ，x， )一0或P(t， )一0 令Q(t， )=P(t，¨ 一P(t" 。)自然就得到 t—t ， 

呻 ô时Pit， )̂ P(t o， o)的定义。且若 “EC ( (口))则￡ t 0， n时 f， )“(t> 

P(t。， 。)“(f。)。若(f̈
， 。̂)为f×R 中每一点，则稚P(f， )关子f， 为连续的。记为P(f． 

)∈C。(j×R ，OPST．。)。若还有D D P̂(t， )∈C。(j×R。，0Ps 。)剐称 P(t， )̂关于f， 

连续可微。记为P(f， )̂∈C (j×R ，OPST。。)。这时若 “∈c (c’(D))则D D (P(t， 

)“( )) (D D (f， )̂)“(f)+D P(f， )Df“(t)。同理可定义c r(f× 0Ps ．。)，C r( 
I

， ，
1 

c (R ，OPS"~．。))等，t， i， ，3，⋯． 

0Ps 。o类拟微分算子的性质可参见 (2 。 

M为正整数，H 二{，∈8 (o){D ∈L ( )， i I≤M)， I川 矗 

：
∑

⋯

I I D： dx， I i川 = I 。．
J 一 0 ≤ M ¨ 

定义 2 如果对多重指标哺  

11D p扭， ．HⅡ≤ (1+l皇I)m e{， 8{≤M 

则说p(x，s)∈H s ．o。记以HMs 。o中函数为象征由(5)定义的算子集合为OPH~S7 。 
● J 

与定义 I粪拟也可定义带参变量的H sT．o类函数与0PHMs ．。类算予。 

荧于0PH s 。羹算 有如下重要质畦 a 。 
． _ - ‘ I 、 

引理1 若P∈0Pn*sT．o,且 > + ， 

ih 1理 1和嵌入定理 ：容易证明 

则Pi H 一H ，1。I_≤ 湿线性连续的 

荸I理 2 ；~zfP(t， ， ，D )∈C (f×R ，OPS ．。)，“(f， )∈c (f，HM)且M>2 

则P(u)：P(t，u，x，D )∈c (1，OPH S ．。)EtP(u)：H H 魁饿牲连续的。即存在 
C=C(】“IlHM)使IIP “> lHM-~cilvI1 + ，V∈量 ’ 。 、。 

引理3 令 q (t，x，皇) c一。(I暑 十P扒
， ( >O)。则关于f∈[0．了’j，(q ：o<￡≤ 

1)是 s ．o中的有界予集，且对ve>O，t q ∈C。([O， T3，s )，(口>O)。 

记以目-为象征的拟微分算子为0 ’。 由B1理3，对P>0，}一 口。关于 ∈(以了’)是HⅣ一H” 

的线性连续映射。 

最后，再引用[4]中一个结论 
引理 4 设D为Banach空间，S(D，D)为D到自身的线性连续映射全体， [R 是区间。 

若A(t)是j到s(D，D)的连续映射，b(})是f到D的连续映射，则对每个x。∈D，方程 
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d

d

x
f一=A<1)x+b(f) 

有唯一 的解x定义在J t，满足x(f。)=X ，( ) 

2 解的唯一性和稳定性 

设 P(t， ，̂X ，D )∈C ((0，T3×R‘，0Ps}．。为椭圆算子，且其象征关于；为二次齐次 

非负 的，g(t， ，x)∈C ([0，T3 XR ×口) 对于方程 

等+华 +t-~ep(f'“，x， “ f，“，x)o<t≤T，0<目 } (6) 
“ t．o= j(X) 

￡ ％}l = (x) 

(7) 

(8) 

将其化为等价的一阶方程组来处理 令 “。=“，t =A“ ，(̂ 表示以(1+ll1){ 为 象征 

的OPS ．o拟微分算子)。则上面方程化为 

ot =f￡ K(W )W +，， 0< f≤ T (9) 

w lf．0： 

其 w ‘=：)， cw (一̂ ， 。， ，。 ， ：)， 
， 

，、
： )， =(，、 ’ 

易见，(t， ，x)∈C。([0，T]，C (R。×D))̂ C <E0，T]XR ×口)，K(t， ，̂x，D ) 

· ∈C (Eo，丁]X R t oPsI．o)，且是严格双曲的。于是与[2]中相直定理韵证明类似 

言l理 5 存在R(t， ，X，D )∈C [O．T]×R ，0Ps 0)满足： 

(1)当lE}充分大时口 (f， ，̂X，§)为正定矩阵。 

(2)口 K=一0 · roods2．0。 

接中K 为算子K的共轭算子 

馥w ∈C。(Eo，T：，H )，固定w ，再设v∈c。([O，T3H )n C ([0，Tj，H 一’)是 

等 =f一2 K(f，W，x，D，)y+S(t，W，x) (11) 
Vi t．。=rtt (1 2) 

的解 记V =D]V，W ：D：’ ，， =D D~f(t， ，̂x)， K =D：D：K(t， ，x，D ) 

出 (11)町得 

= (Ⅳ ) 。 
：  

c。
． ． ⋯  

W p t""
4- 4-0 

w  (w )v 
p． = 口 ⋯ “ 。 

1 0I<l口l 
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、二p．弓：口c ．p ⋯ wp ‘’·w ‘w 
~gv= 。： i≤M ， W = W。； I≤M)则上式可简记为 

一 =  K(w ) + ( ， +F( ) 

其中 (w，·)可看成零阶算子。 

(13) 

易见：V∈C (Eo，1’]，H )牟寺y∈C。([0，rj，L ) 

且 ilVllh． 1互 IIVI (1 4) 

由可理 1、引理 2及嵌^定理易证 

目『理6 设M>3n，则下列结论成立t 

(1)c。(E0，T]，L )斗c。([0，T]，L )是Lipsehitz连续曲，即 

IiF(v1)一F(V 2) <CllV1一y z y1，y：∈C。(EO，T]，H ) (15) 

其中c c(IVlilH．，lyzjIH )· 

(2) ；C。(EO，T]，L ×L ) c。([Oj Tj， 是 Lipschitz连续的， 即I当W L l 

w 2．y1，y2∈C。(E0，T]，H )时有 
一  一  -  一  ． ． 一一 

I：中(w ，，V1)一中(w 2，V ) ≤c(IIW 一W2I + 1一 I1 ) (16) 

其 中 c C(1lW~IInM，}jw zlinM， IIVIlH IIV~IiH．)} ： 

(3)若W L，w 2∈c。([0，T]，H )'V∈0。([0，T]，H ) 
则 。 ’ 

【( (w1)一K(w VliH ≤c w l-W 2 iHH iiviiH (17) 

其日】c co1w I H ，1w z 
．

碍 )。 
． 

在下面的讨论中，设M充分大使得前面的引理都成立。 · 

弓『理 7 若(K }在 c。(Eo，T]，OPH”s；．。)中有界，{y )在c。(Eo，T]，Hu)中有界且 

满 足 

r3t =t-~irK y +， (18) 

则y ：[0，Tj~H-*f— 是每度连 的。 

证明由c18 ff 』lH 一 专c<。。c 与 ，r无关 即存在。<r。< 使 
1f 一‘(y (f)一 (0))lIH +L≤c，t∈E0，f。j ． (1 9) 

现在对 ∞>0， 妨设( ) =南≤f。。 f，_f ∈[0，T]事如下三种情况： 

(1) [0，(— ]时，由Ⅲ) 
ilv (1)一V (1 I‘HM—I≤ IIV (f)一V (u 时 一 早IIV (1，)一v (0) H 1 
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≤ 
2
< 

(2)当r，r ∈[(一品) ，r]时，困『I ≥}iH 一，在该区问上有界，从而y 香‘该 
区间上是等窟连续的。故存在d d(1)，使得当；f—t I<d时 ‘ 

y (f)一 (1 )41H 一 ≤寻<田 

(3)当r∈[o，(专) ]， [( ]，且 < ，柏 

l 一( ) l≤l r— I<d，幽(1)， 【2)可得 
ll n( )一y n(tt)【HⅣ一【<1 

综合(1)，(2)，(3)，V ：[0，T]一H 一‘是等度连续的。 

夸DM={Ⅳ ∈C ([O，T3，H )nC‘([O，T3，H 。‘)：IⅣtI二0(f一 )}其中 1wtI表示 

slzp lW}【，1wt_=0(t )表示在f—O时lW，与f 同阶。 
∈D 

言f理 8 ∈H W ∈DM，则 (11)， (12)存在唯一解V∈D 一I且满足 

l【 (f)ll备 ． ≤e
j。 c‘。。Ⅳ。iH 一I [I

． 1 一 

+
f r —I c(1． llH 一 e—J。r c‘。 ”H ‘ d dT]tE[0

,,11 J／-v~ Tj (20) I 一I c( lH e “ d ⋯ 
’ 

证明 由引理 2和引理 3，对 >0，t∈[O，T3，t-z OK (Ⅳ)=f～OK(W)Q 

K(W)t— 0 ：H"一H 是线性连续的。因此由引理 4，方程 

’ 鲁 (Ⅳ ) 
yit．o t 

存在唯一解V ∈C ([0，T3，H )。 

出引理 5，存在R∈C’([O，T3×R ， OPS ．0)使得RK+K。R∈C。( 0，T3×R ， ． 

OPS：．。'，印有RK c+K R∈c。([o，T3×R ，ovs ·n)，且对o<e≤1，R(W)K c(Ⅳ) 

+K (Ⅳ)R(Ⅳ)在c。([0，T3，OPH s ．。)中有界，K ( )，K ( )口 在c。([o，r]， 

Oper“a'Si
．。)中有界。类似于 (13)有 。 

：f—z K p-+t-z ( ， +F( ) 
f 

所 

(R(Ⅳ) ， )=(Rt(Ⅳ) ， )+(w—R (Ⅳ)_|，一v ) 
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+t (R(W )中 ( ，V )，V )t f一。 (R(w )V ，O(W ， V )) 

+ f ((R(w )K ( )+K：(Ⅳ)R(w ))y ，V ) 

+(R(w )F( )， ) (R(w ) ，F j) 

每c(1wIH”)(I F +( +-w；I)(R(w) ，V )) (21) 

~Gronwall 等式 。， (I4)式及R的正定性 

) ≤ [I~iln ． jy (-)备Ⅳ≤e“ “ [ 

』 ， cc—w HM)e—j。 一 ‘ w H ∈c。， ： 
由 ．式 tV )是c。(Z0，了1]，H )中有界集 从而对每个 f∈[0， ]， V (￡)}是 HM一 I}J相对 

紧的。由引理 7和Ascoli定理 ，{y 是 C。(go j，／-／ )中相对紧的，因而存在子序 

列{V }收敛于V∈c。([0，『]，H )，再 由 

：t 2 F “  

就搿Nv∈DM—l。而I~V是(11)，(12)在分布意义下 的解，由 (20)立刻得到唯一性。 

由gf理 8，对固定的 ∈H 定义了一个映射F ；DM~DI,I～ 。现假设 ∈HM”，令 

E={，∈D 存在c。([0， )，H卅 )中有界序列 ， }∈DM+ 使得， 一，(c。([0，q ，H ))}。 

显然c。((0，T]，tt肝 )n C C[0， ]，H ，cE，所以 E≠ 。下面的定理表明F是关T-E 

不变 的。 ． 

定理 1 F EcEo 

证明 设W ∈E，取{W }日 竹使得 w }在c。([0，" ，lH卅 )中有界，且W w(c 

([O，： ，H ))。由gI理 8存在y =F w ∈Du+ ，、且{y )在c。(FO，T]，H “)中有界 

由 (13)得 

曼( 一 )= ( (w，) ，一K(W ) +中( ， )一中( ， )) 

+P(w ，)一F(W ．) 

与 (21)类似有 、’ 

未(R(w)( 一 )，( 一 ))≤c(1ⅣIHⅣ)[1IF( 。)一F( )f 
土 一 一  ． 

+(f_ + wtI)(R(w )( ．～V )，(y —V ))+ 

+f。” _(1+ }备 )ilW —will j (22) 

由G ronwa11 ：等式 及引理 6有 

iiv．(o一 ≤ ‘l1 w l ～
f

e

吼
sup

r[
]W,一w伯 ， · ‘ 。 

可见 是c。([O，Tj，H )中cauc’hy序列
。 故 
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∈c。(E0，T3，H )，即 ∈E，V=F-W 。 

工彳 ∈爿 一，令 r≥2If圳 +z+2，由定理 l对W ∈占有 =F,W ∈E。现设 sup 
tE E0，Tj 

hW I ”≤r与 (20)同理可得 

l (f) ≤。
J。 ‘ Ⅳ HM [} 1 

+~i,'llllh c“ ) 一 w 州 t6 EO,即 ． 
令c=sup{c( )： l̂ l≤r}，则 f·式化为 

(t)rf{fM≤ 。 (fI lljf +。 
∈

s

[o

up

。T]
ll，f ) ∈[o， J 

可见存在充分小 的了1。使 liV(O l ≤r，t∈EO,T] 

于是F 把E。 {w ∈c。‘ o，T。 'H n且
f∈[

s

o

u

，

p

T。]
。1wll M≤r}映l为自身。 

若 w ．，w 2∈E。，则存在 =F·w ，y =F w ∈E。在 (23)中用 M一1代替M，取 

i=l，f=2得 

lf l 一 2‘ ljfM—l≤ ‘ 。 一 
t∈

s

[

u

o

p

，T ] 
w ‘ 一w 2‘ I M一·’ 

t∈EO， T D] 

取T o充分小使褥c(r)T。卜 <1。这样E。上映射F 在 C。(EO，T。]，H 一 )中为压缩 的，取 

V o∈Eo，故V =F p 一l为c。(EO，T0]，H 一。)中Cauehy序列，从而 ∈c。((O，T 0]， 

H )而且还有V∈C (E0，To]，H )这就得到了’，为方程(9)，(10)的解。 

若还有W (；C o(E0，丁o]，H )n C (E0，T o]，H )满足(9)且 sup liWl 一2 

f∈’E0，T。] ‘ 

≤r’在 (22)中取V=(V ：Ⅱl≤一z}w同理 ，令W．：V．：W，W =V ：y则有 

(R(y)(w — )， (w — ))≤c(1iV H 一2)EliF(W)一v(v)q 

+(t一。 +l 1)(R( )( 一 ，(雨 一 )) 

+t (1+ I扣． )liW—vii ] 

≤c( lH ，l1wllHM．2)t (R(y)( 一硼)，( 一 ) 

≤ c(r)t一2 (R( )( 一 ， (一W 一 )) 

再由Gronwall不等式得 - 

IIW(f)一 (t)|1白M一：≤ec 一坩}w(0)一 (0) H一2，f∈ 0，丁 

由此得到 (9 ， (1O)的解的局部唯一和稳定性。 

结以上结果，最后得到了 
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定理 2 若g∈C ([O，T3×R ×D)，P∈C ([O，T3×R ，OPS!．。)是椭圆算子，而且 

其象征关于}是二次齐敬非负的，则对于充分大的正整数M和每个实数r>0，存在0<丁，≤丁， 

使得当( -， )∈G r {( t， ：)∈H ×H ： tlib．+ + zl{ +s≤r)时，方程 
- I一 

(6)，(7)，(8)在{u∈C‘([d，下，]H )nc‘iEo，童r]u，H ‘‘，{8u】’({}i““H2 M+i~lut l 1) 
_ 

● 

≤2r+2)内有唯一解，而且若初始条件在G，内变化时，解还是稳定的。 
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A CLASS OF SINGULAR CAUCHY PR0BLEM FOR A 

QUASILINEAR HYPERB0LIC EQUATION 

Tong M．tnBlang 

(Department of Natu ral Sc ieaee) 

ABSTRACT This paper studies a class of sin~ular Ca bY Prphlem for：a 

quasilinear hyperbolic equation and shows thgt there exists a uniquely stable 

solution by quasi—differential operators． 
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