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层流边界层方程零解的稳定性分析 

舞 

(I毒础 系 ) 

摘 妻 二维不可压层流边界层方程经相似变换可化为Biasiu s方程。皋文将 

Blasiu s方程 2， +，， =0作 变量 变换，化为二阶非线性 自治 系统，利用其近似 

的缦性 系统讨论 T零解 附近 的稳 定性 。 
。 ' _ -  一  
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众所周知，二维不町压层流边界层方程 
’

{鲁+苗一=。 

! +旦 ： “O-
x 百  而  

是一 ： 些丝监盟盆五埕塑 l入疵函数： = ，( )，“ 争， ：一軎 
后，可将其化为非线性常微分方程 

2， +，， =0 (1) 

其 ，， ，( )，此 著名的Bla siu s方程，它不能得出初等形式的解 一股 是 根 据其边界 

条件进行数值求解。 

下 而，据微分方程的定性和稳定性理论，提出一种变量变换，将方程 (1)化为其等价 

的二阶自治系统 (即二阶非线性常微分方程组)，讨论其在零解附近的稳定性。 

1 将(1)化为二阶 自治系统 

作变量变换 

卫19明 年 月 17罚收 到 

一 {{’ 
I 一 —  

x ’__j 

f =logI， 

(2) 
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吲， =名}，于是 = ，由(1)有，川一21一，， · (2)式中的 ， 对 求导 
。 

、  

． 

： 孥一血 ：等 d dt t 曲 p p 

：  (／--：+_ ： !： 一￡ f 一 ⋯⋯—丌 r 一一 ， 

= l(1 1 
l+ 2) ． 

苎兰_： 兰L ：上 一丛f 二，，_ _1) 
dt 弧 dt { { 

， 
{{ {| 一 

三 二 |” 
{{l1 { 

= 2(2 1 
l— 2) 

于是得出与 (1)式等价的二阶非线性自治系统 

f dt = t(1I+ ) 

鲁= z+ 1 x ) 
或改写为 

：  

d 

l dx2
一  

L d} 

1 i+ 】 2
， 

l+ 1( 1， 2) 

2( l， 2)= l 2一 i 

2 对二阶自治系统(3)的稳定性的讨论 

(4) 

令 (3)式右 端为 O， 

I 1(1 专 2)=0 

j 。(。+{ 一 )：。 ‘ 

可得到 (3)的奇点 (平衡点，临界点)有两个，记为 

0(0， 0)及 B (一 3，1 ) 

以下分5}lj就这两个奇点讨论二阶自治系统 (3)在其零解附近的稳定性。 
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2．1 对于奇点0(0，O)的稳定性 

( 】， 2)帆I ( 】， !)在点0(0，0)的邻域内满足 

善 暑 一o， 。 
故可用 (3)的线性自治系统代替非线性 自治系统 (3)来研究其零解的稳定性。取 (3) 

的线性 自治系统 。 

(6) 

I 2x d 。 t 

线性系统 (6)的特征方程 
。 

l 一 o I：( 一1)( 一2)：o 
f 0 一2{ 

得特征值： =1， ：2。对应的特征向量分别为 

， ㈩及 ㈩ 
显然，可直接得出 (G)的通解为 ‘ 

其中， c：6-。，0{。 

在几何上，因系统 (6)的特征值均为正，故 (6)的 

零解是不稳定结 点， 即当 o。时，相轨线远离原点O(0， 

O)，并以横轴为这些抛物线 (即相轨线簇)的渐近 线。 如 

图 1所示。 

{ 
一  

． 

圉 1 

所以，原二阶菲线性自治系统 (3)在奇点o(0，0)的零解妊不稳定的。 

2．2对于奇点日(一3，号)的囊定性 

为了讨论自治系统 (3) 零解在奇点日(一3，一 1)处的稳定性，可先作平移变换 使 

之化为等价于原点 情形。为此，令。 。 

+ 3 ． 

1；。= ：一 ’ 

以 

为 
簇 

线 
轨 
相 

． 糨解 

屯 

，

左 

其 
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划 (3) 亿为 
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一 = 一 ； 一3；!t (一xl，一x 2) 

与 ={i一{ +X—s(x—L， ) 

其中， -(； ，；。)= ； + ， (； ， )=丢i 一 i 

(7) 

显然，系统 (7)的稳定性与其线性系统的稳定性是一致的，故取 (7)的线性系缆 

鲁d=_告 一3i f ． 2 ‘ 

、％ ={ 一丢 、 f 4 2 一 

由系统 (8)的特征方程 

¨号 一3 
一  

4 2 

=  。+2 +要=0 

(8) 

得特征根为； ：一1十孚i， z=一1一 ． 

／ — ～ 

一  

／ ／ 
—  

／  

图 2 

因特让值日可*鄙均为负，故糸统 (8)，亦即系统 (7)的零解为稳定焦点，在 l— 2 

相平面上的轨绸是一簇顺时针旋转的螺线，当f一。。时，趋近于原点。如图 2所示。 

下面可进一步求出系统 (8)的通解。 

相应于特征值 ．=一1+ f和 。=一l一 f的特征向量为 

1 ㈡ 一 
故系统 (8)的复数解为 

(茎H一告+1 + ”一 (一告 1 )(⋯ 

in )一 [(一 。s争+(一 )sin 
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一  

I(／／) 争 +f 
6 6 

于是得系统 (8)的通解为 

J =ClC-t c。s譬⋯ e—tsin ’ 

I ( s 一 t)+ (-- +譬⋯ ) 

显然，1im ( j(f)十 §<f))=O． 
t 

所以系统 (8)的解是渐近稳定的。故原二阶非自治系统 (3)在奇点B(一3，{) 处 

的零解是渐近稳定的。 。 

5 在李雅普诺夫意义下的稳定性 

根据李雅普诺夫稳定性理论，再次讨论相应于奇点B(一3，告)的线性系统(8)的稳定 
性，对2．2中所得的结论作进一步验证。 

由线性自治系统 (8)的系数矩阵 

3 

2 

1 

4 

团矩阵 正定的究要条件为 

P + P = 一O 

其q一， 为 妁转置阵，可令o=( ：)，P为待求的对称阵。于是 

fPl1 
I 
＼P】 

可得方程组 

一 号n] 
1

一 _l_i 
4 2 J 

3 

2 

— 3 

PI 2＼卜 1 ．0＼ 

％  o 一 1 J 

卵 t+吉P—z=一I 

j一3P -一2P-z+{Pt =。 I 
一 6P 2一P：2： 一 l 

解得 P-- 丽29，Pj z=一 ，P：z t 求婚正定 称阵P为 

、 j  

3 l 一2 

一 一 

P 尸 

t ● f J ● 1 -

＼  

]  ，● ●J  

一 ●一 一 
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由P呵作出李雅普诺夫函数 (； ，t)为 

I 

i17{ 

不难验证 『／(； ，t)是正定的， (；t，； )沿系统 (8)的导数 为 

99 O年 

显然， }是负定的，而 为正定。故根据李雅普诺夫判别准则，可以判定系统(8)是渐 
近稳定的。这与前面 2．2的讨论完全一致。从而说明原二阶非线性自治系统 (3)的零解在 

奇点 (一3， iI)处是渐近稳定的 

4 奇点所满足的微分方程的解及其物理解释 

由前述 1中所作的变量变换 (2)。 

f {{ i 

，“ 

ii 

假设，年0，， 年0．对应于奇点0(0，0)及B(一3，喜)所应满足的微分方程 

当x E= 2=0时 - 

f =0 

得通解 

，=f(1)=常数 

当 l=一 3时 ． 

ii H+iif=o 

不难求出此二阶非线性方程的通解 

tn 
6 彘 c +c； cI ， 2 c1 ‘ ～ 

．。 0 ” 

一 

一 

i t  — 

一8  

+ 

一 

— 

3—8 

一 

一

砖 
一 

ll 

L  I

l ●|』  

一 一 

r t ● ● ● ● I ●

＼  

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I  

3一：宝 "． 一 

曲一 0一 

一 
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、t1 = 

{ — i” = 0 

此二阶非线性方程的通解 。 

1 
i～  

上c L，c 2，C3，c4均为任意常数。 

由建立Blasiu s方程实际的物理背景， ： 一， = _，(q)，1 ，d是边界 

层厚度。对此可作简单的物理解释。 一 

当，=常数，即“=0时，边界层内的流动是不稳定的，流函数 与 无关。 

当，年常数，即 年 0，边界层内的流动是稳定的，并且是渐近稳定的}流函 数 与 有 

关。 

这与实际上边界层内的流动现象是符合的。 

5 结 束 语 

对于层流边界屡方程转化成的Blasius方程， 本文用了一种适当的变量变换将其化成二 

阶非线性自治系统 (即方程组)，利用线性近似讨论其零解附近的稳定性。结果表明t等价 

于Blasiu S方程的二阶非线性系统含有两个奇点对应于零解所确定的未被扰动运动，在相平 

面上一个奇点是不稳定的，一个奇点是渐近稳定的。用所求得的李雅普诺夫函数进一步证实 

了其中一个奇点的渐近稳定性。对所引入的变换相应的微分方程的解表明：稳定性与边界层 

内的流动现象是一致的。 

本文仅对层流边界层最简单的平面定常等压流动情况作了稳定性讨论。对于其它更复杂 

的高阶非线性常微分方程解的稳定性，有待找出类似于 (2)的变量变换，这种变换应使所 

得出的非线性自治系统，能够充分利用现有的微分方程定性和稳定性理论的结果，使这些理 

论得到实际的应用。 

讨论边界层方程解的稳定性的意义在于：我们不需潜心于去求出微分方程的解 (因它们 

不能轻易求得1)而将其转化到相平面 (或稆空间)上，对解曲线 (即相轨线)的性态进行 

分析研究。这方面的工作还有待我们去做进一步的探索。 
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ANALYSIS OF THE ZERO SOLUTION STABILITY 

OF LAMINAR BOUNDARY LAYER EQUATION 

C00 Shuxiao 

(Department of Natura1 Seience) 

AB STRACT TV：O dimen siona1 incompre s sib1 e 1amina r b01．11"1da rv 1aY e r 

equation can be changed into Blasiu S equatiOn by mean s of simila rity 

t ransformalion． ht this paper，Blasius equation 2， +，， =0 i s transfer— 

r e[1 int0 a nonlinear alld al／tonomou s sy stel3] of second orde r by va ri— 

abl e t rai1 sformiug． Taking the advantage of it s approximati011 to linear 

sY ste n1， th e stabi1itY nea r zero solutiOn can be di scu ssed
．  

KEY W ORDS lamina r bounda ry laye r， alltonoiI~Otl s sy stem，stability 
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