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摘 要 本文试图从数值计算和从数学分析的角度全面地评述现阶段边界元方 

法研究中对奇异性的处理。列出了计算奇异积分和超奇异积分的方法’讨论 了由于 

边界的非光滑性引起的解的奇异性，介绍 了描述它们的数学工具，如在部分边界上 

定义的索伯列夫空间，拟微分算子等。为将奇异性反映在边界元近似中，建议采甩 

奇异边界单元。 

关键词 边界元法，奇异性，奇异积分，非光滑边界，奇异边界单元 

引 言 

边界积分方程一直是对偏微分方程的边值问题进行数学分析的经典工具。近年来，在工 

程与科学计算申所称的边界元方法实质上就是求由边值问题归化得到的边界积分方程的数值 

解的各种近似方法㈠ 。边界元方法与其它数值方法相比，有许多优点。可将空间降低一 

维计算，特别适合于无限域上的问题，又能保持较好的收敛性。它对各种几何形状的区域都 

能适应，便于编制通用性的计算程序，使得它在工程技术界得到了广泛的应用  ̈’。然而， 

边界元法也面临很多困难。首先，边界元方法必须事先明确偏微分方程的基本解，这使得它 

往往局限于用于求解常系数或某些特殊变系数线性偏微分方程。对于一般的偏微分方程，如 

果能够采用一些特殊的技术把它们的边值问题 (或初边值问题)转化为积分方程，这些积分 

方程往往不是经典的Fredholm积分方程，而是奇异积分方程，甚至是不可积的奇异性，以 

至于只能在广义函数 (或分布)的意义上去理解这些积分。这一方面在技术上带来了数值积 

分的困难，另一方面也使得对它的数学分析复杂化．。虽然近二十多年来发展起来的拟微分算 

子理论为边界元方法中遇到的各种积分方程提供了一个统一的数学框架，但可惜拟微分算子 

还并不为工程界，甚至是应用数学界所熟悉 。边界元法应用中遇到的另一类重要问题是 

当边界条件不光滑，或者虽然边界条件足够光滑但边界本身不光滑时，譬如边界具有角点或 

棱边时，边值问题的解的非光滑性。偏微分方程理论研究早已注意到了这种奇异性。但在工 

程计算中，现有的许多边界元程序，甚至是已经广泛应用的边界元软件包往往忽略了这种奇 

本文于199O年5月18B收到。 

’本文是着者在中目数学会计算数学学会第三届理事会第一次全体会议上·所作学木报告的内容(199o．5．北京) 
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异性或者从技术上简化了这一问题。人们通常用由边界元组成的多边形或多面体去近似原来 

问题定义的边界，但容易忽视在角点处或棱边处边界元解应当具有的奇异性，而这些奇异性 

在实际应用中往往包含了重要的信息，如断裂力学的应力强度因子等。处理这种奇异性，有 

技术上的麻烦，也有分析上的困难。我们面临两个任务，一方面在数值计算上要克服奇异性， 

另一方面在数学分析上要正确地描述奇异性，这两个目标还不能说已经达到。事实上，对于 
一

个给定的边值问题，可选择不同的边界积分方程。对同一边界积分方程也存在着多种数值 

计算方法。而评价这些／f：同的选择的数学分析还远未完善。如果对于一个已经广泛使用的边 

界元程序，人们还不能确切地估计误差，进而断定它的可靠性，这样的方法，从数学的观点 

来说只能算是处于实验阶段。不幸的是，在三维情况下，采用配置法求解边界积分方程的这 

种占主流地位的边界元方法的误差估计和收敛性仍然未得到证明。对有棱角边界的边界元法 

的技术和数学分析也还处于很不成熟的阶段。 

本文试图对现阶段边界元方法研究中 对奇异性的处理给出一个综合性的评述，包括奇 

异积分的数值计算和非光滑边界所引起的奇异性两部分内容，供对边界元方法有所了解的读 

者参考。至于边界元方法及其应用的文献，每年总有数百篇之多，它们较集中地收集在一年 
一 度的边界元方法国际会议论文集中，如 [16]，以及两套系列丛书 [13][14]中。国内 

也有工程中的边界元方法学术会议论文集 [8][9]和专著 [1][2][3]等。 

1 奇异积分 

由二维或三维边值问题归化得出的边界积分方程，一般都可表示成下面的形式 ： 
f f 

c( ) ( )+lr a (y)E(x， Y)[ (Y)3dSy=lr E(x，Y)[a (Y)3dSy， (1) 
J ‘ J ‘ 

∈厂 ． 

其中C是与边界厂的几何光滑性相关的系数。例如， 对二维光滑边界 c= ．E(x，Y)是偏 
． 二 

微分算子的基本解。a E( ，Y)表示与基本解的外法向导数相关的基本表达 式 。 [·]表示 

边界值穿越厂的跃度，即Y r_厂时，有 
l I 、l } ’ 

[z‘( )]=z‘( ir内一z‘( ’}r外， [anu(y)3=anz‘( fr内一0．U( lr外 (2) 
位置向量 表示位于厂上的场点。Y是厂上的积分点。 

无论何种边界元方法，都要提出一个数值求解边界积分方程 (1)的方法，都要建立边 

界元 (或边界上定义的有限元空间)，把边界函数 (或分布)近似为只依赖于有限个参变量 

的表达式，从而把边界积分方程离散化为一系列在每个边界单元厂i(F≈JrJI=U，i)上 积 分 

的表达式，以得出线性方程组的系数矩阵。这些积分式的被积函数总是 某 一 积 分 核 函 数 

K( ，Y(量))( ( ，Y)或a ( ，Y)等)乘以插值函数 (或称为形函数)M(量)再 乘 以雅 

可比行列式的绝对值1．厂(量)I的形式。 
r r  ̂

Ir K( ，Y)，(Y)dS，=I K( ，Y(量)) (量)1．厂(量)ld量 
J‘ i J 4 

量是选定的局部坐标变量，对三维问题量=(量。，量z)是一个二维向量 。 边界元方法的实 

践表明，积分的准确性不仅影响到近似解的精确度，也将决定整个计算过程要花 费 的 CPU 
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时间 (积分计算一般要占整个计算过程的一半以上的计算量)。 

我们特别关注积分点与场点位于同一单元或分别在邻近单元的情况，因为积分核E( ， ) 

及a E( ，Y)都是奇异的。 

设 r I 一Y I，当 和Y接近时，有 

E( ，Y)=o(：) ， a E(x，Y)=o(考)，三维问题， 

( ，Y)：O(1nr) ， a E( ，Y)=O(-：．1)，二维问题。 ‘ 

仅含基本解E( ，Y)的奇异积分，虽然都是可积的，但在数值计算时仍需采 取 一 些措 

施。常用的方法有以下几类，并且往往可以结合起来使用。 ’ 

2．1 采用加权高斯积分公式 

— — 维： I=I，(毫)f0g毫d毫 ∑ 叫h，(毫 ) 
J 0 ^。 l 

(3) 

二维： I=I Jf( ， (喜) 1{ d鲁 ∑ 叫̂Jf( ， (喜‘ ) J
． ． I与I · 

● 

’ 一  

(△是平面基准三角形或正方形，喜‘̂ =(喜i ，暑i )) 

叫 是权，喜 表示高斯积分点，已有可供查询的表格，一维积分可参考[15]、[：313、[5O)， 

二维积分可参考[：103、C203、C393、C41]。仍然有人在寻找更为理想的权函数和加权高斯型 

积分公式。 

2．2 解析积分或半解析积分 

对形状是直线段，平面三角形，平面四边形等几何形状简单的单元，可直接对积分式作 

解析积分或半解析积分。例如在平面单元上的积分总可以归结为在平面三角形上的积分。通 

常采用极坐标变换 喜。d喜z：pdpdO。由于p的出现，可以抵消÷的奇异性， 从而使对变量P 
．  

． ． 
●  

可以解析积分。对变量 0可用解析积分或数值积分。在平面单元上 
一

1 
一 的 积 分 可参考 

[2i] 被限函数为 等二 ( ， ：l，2，3)的积分显式可参考[7]。二维情况 · 
下，在直线段单元上的积分比较容易，在园弧或二次单元上的解析积分式可参考[：303。 

2．3 坐标变换或变量警换方法 

变换可以是非线性的，目的是使变换的雅可比行列式至少能抵消一部分或全部奇异性。 

例如[4O]，施行 k阶变换 

毫=一 『l(1一 ) +1 (4) 

则有 厶 
几(t1)= (1一t1) (5) 

l Jf(喜)d喜=l Jf(鲁(t1))．厂̂( ) t1 (6) 

当 ≥2时，可使 (喜)在喜=l处的奇异性被抵消。又如文献[：333、[：343采用非线性坐标变换 

三角形变换为退化的四边形，三角形的奇异顶点被变换为四边形的第四边以至于在这条边 

http://www.cqvip.com


第2期 祝家麟：边界元方法中的奇异性 93 

上雅可比行列式为零。 

2．4 把积分 区间再细分 的方法 

把单元再细分或把积分区间再细分，例如工 j f0 考，可在[o，1]中插入 个分点。 
在 (6]中，分点设为 

毛i=口i(口是予先指定的正数，一21< <1)
，

、

f=1，⋯， ，毛⋯ =0，毛0=1． 则每 个子 

cc 。，+』r {南 )ds =cc i，+ ．『ri { )ds 

c+』r { ds={ -一 ~, lr： A i ddss,， c 8 

Jr ( ， )dS Jr{ ( ， )一K ， )) +Jr K·( ， )dS (9 
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型 积 分 

)=j ，f∈(0，6] (10) 。 
若，( )∈C Ca，63w( )是非负的Holder连续的权函数，则 

，： ，一奎 k c川， )ds 
+ p掣  ds ⋯) ‘k t 。̂。 ! J ( 

一 )p一̂ “ 

前一项积分可用数值积分公式计算，后一项由于被积函数不涉及，( )，可由有限部分积分的 

定义写出表达式加以计算。例如，在某些情况下，可用K tt c。- 给出的数值积分公式计算。 

2．7 利用广义函数正则化的思想 

被积式中含有奇异核的导数时，奇异性增加。利用广义函数正则化的思想 (类似于分部 

积分)，可将求导运算加在被积式中光滑的部分，以达到减弱奇异性的目的。例如，超奇异 

积分 (apf0gl 一 】)／(5)ds可转化为计算 log] 一f lap Jf( )ds。又如 ， 当解三维位 
supp(，) 

势问题采用如下形式的积分方程时， 

一  

r ( dS一 ∈厂 

其积分核有一 的奇异性，是不可积的。当弓 r g为已知时，积分算子 

跏=一古．『r )a (一I ) =g (13) 
是+1阶拟微分算子，具有强椭圆性，对其进行严格的数学分析是可行 的 。 Nedelec  ̈

采用了有限部分表达式来替代(12)式： ，． 

= 一古．fF锣 一古．『r ，A 9-~ad ( )c 一一n,)dS 
— ’ —— 

1 ( 4) 

其中 curlF ( )= ( )AgradF ( )， 

△ F ( )=curlF curlF ( )。 

具体的数值计算可参考 (22)。如果用 Galerkin法求解积分方程 (13)， 含 可积积分核 

T l_ 的双线性形式 

。( ，妒)=．『r IF ( ) ( ) ( )ds ds ． (15) 
可转化为等价的仅含弱奇异积分核的双线性形式(24] 

。( ， )=』r』r( ( )一 ‘ )( ( )一 ( )) ( )ds ds ． (16) 
像这种超奇异积分方程的变分公式还可见于其它应用上 ¨ 

关于各种数值积分的误差估计和讨论，可参考(45] 
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3 非光滑边界 

祝家麟：边界元方法中的奇异性 
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95 

对边界元法作出误差分析大都沿用对有限元法作误差分析的方法。边界元解的收敛速度 

也依靠于两个参数，一是边界函数的插值逼近阶数，另一是解本身的光滑性，即原问题的解 

所属的Sobolev空间的指数。前一参数依赖于具体算法中所建立的边界元的逼近程度， 后一 

参数是由问题本身决定的。对于光滑区域，只要边界条件足够光滑，解的光滑性也能得到保 

证。但是，当边界不光滑时，如边界厂上有角点或棱边，奇异性就产生了。大家熟知，三维 
1 1 

位势或断裂力学的问题中，其解 “在棱边处具有 的奇异性，a “具有 p～2的奇异性 (P是 

到棱边的距离)。设边界元空间S cH ，则按 Gale rkin法求解2哪介拟微分算子的误差估 

计 式 

1 一U h lj H (r)≤ch 一 Il II H (r) (17) 

2a一 ≤ 5< 优 ， 5< f≤ ． 

如果“∈H (r)，可得最佳收敛性： 

II“一“̂ II H 2a一 fr、=O(h ‘ 一。’)． (18) 

由于此时奇异性的存在， “至多只能属于 H卜。(r)(8>0)而不能属于H (r)． 若用双层位 
1 

势求解第二边值问题(口=÷)，最多只能得到h卜 。的收敛阶。 

为了改善收敛性，如同有限元方法一样，也可采用在奇异部位加密单元的 分，或者引 

入奇异单元，也就是把边界元空间扩充到包含特定的奇性函数。这里我们需要给在非光滑边 

界上定义的积分算子以确切的分析上的描述。为此，我们首先需要在部分边界上恰当定义的 

Sobolev空间。在应用上非常广泛的一类问题，如多角形或多面体上定义的混合边值问题， 

断裂力学，屏障问题等边界几何形状是开线段 (二维问题)或开曲面 (三维问题)的各种边 

值问题的边界元分析中，边界积分算子是定义在部分边界上的。 

／f：妨设边界F=F UFz U ，这里r。和r：是 r的两个互不相交的部 分， 是r 和r：的 

公共边界 (二维问题中， 是曲线段r 和r：的联接点； 三维问题中， 是分割开曲面r 和 

r：的曲线)。混合边值问题就是在 r 和 r：上给出不同的边界条件。而在裂纹 、 裂缝、 屏 

幕、薄膜型障碍物[44]、[46]、[48]等问题中，r：又可能不是实在的边界， 称为r 的任意 

光滑延拓，以至于最终得到一个虚拟的闭曲面厂． 

参考H6mande r~1]LiOil S、Mage11e s两大流派的工作[28][35]，在部 分 边 界 (不妨设 

为F )上的Sobolev空间可定义为：当5≥0时，H。(r)在r 上的限制 

H。(F J)={“I Fl，“∈H。(r)，F J or}， 

其范数为 

同时定义 

II“II H s(r1)= in／ II，II H s(r)． 
，Irl=“ 

1 

． H (Fi)，若5≠ +告， 

H。(F。)：、 1 是非负整数。 

H 。(r )，若5=肛+÷． 
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这里 (r-)={￡‘l￡‘E H。(r-)，￡‘l Y=0)， ．s≠ + ， 

u

。

+

。 

1 (r
1
)：{￡‘I￡‘∈ +三(r1)， p- 1JD ￡‘E L (r

1)， 

i991正 

VI口I= ，p=d( ， )是 ∈rl到rl 

的边界 的距离， 是非负整数 )。 
～  。 

显然H(F。)c 。(r。)(．s≥0)。对于负指数的Sobolev空间，我们定义为以下的对偶i 

H 一。(r1)：：(H 。(r1)) (．s> 0) 

如果又定义 

一。(r1)：{￡‘EH 一。(r1) ．s￡‘pp￡‘cr1)， 

它是 C (r。)={“I“∈C (r。)，“I Y=0)在H (r。)范数下的完备化空间。事实上 ， 可以证 
，’一 ， ，、一 ，、一 

明H一。(r1)是 (r1)的子空间，即H (r1)c (r1)。注意， (r1)并不是 。(r1) 

的对偶空间，而仅是 。(r。)的对偶空间 (r。)的子空间 。按这样的定义，对任意的 

指数．s， 用零来把 。(r。)延拓到整个r上定义的H‘(r)上的映射 

。(r1)— ÷  。(r) 

是连续的。这样可以把仅在r。上定义的问题形式上扩展到在整个F(F。cr)上讨论 ， 而又不 

影响问题的实质 (用零延拓)。如此，对下面在部分边界ri上定义的积分算子 
r 

V，j ( )：=I (3，)E( ，y)dSy， Erj (19) 

K ( )一』ri (y) 

K，j ( )；=IFi (3，) 

( = r (3，) 

对任意实数 ，以下的映射是连续的： 

堕  dS 
， EF 

Unv 一 

堕 dS 
， on

y 

。  

E rj 

dS ， EF O 
n Ony ’ 。 

(21) · 

(22) · 

。j： 。(ri)— ÷  。̈ (rj) 

K ij： 。(ri)— ÷ 。(rj) 

K ： 。(ri)— ÷ 。(rj) 

D ij： 。̈ (ri)— ÷  。(rj) 

在G．Fiehe ra ¨基本研究工作的基础上，大量的文献 (如~463)指出 ， 当边界不光 

滑时，那怕是给出光滑的边界数据，边值问题及边界积分方程的解 (广义解)不可能光滑。 

如果采用通常的插值技术去逼近边界函数，其收敛性一定受到损害。如果我们能把边界积分 

方程的解分解为奇异项与非奇异项之和 
￡‘= 。+ ￡‘。

， (23) 

这里￡‘。是由显式给出的奇异项， 是常数 (或光滑函数)，而 ￡‘。是解的正则部分。 和￡‘o依 

赖于求解问题来确定。如果试探函数￡‘̂采用具有相同奇性的形式 
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’ U h=flu +“：， (24) 

这里“ 与(23)式中U s相『u]，“：是非奇异项“。的通常的边界元近似。当IB=IB̂时，我们可得到最 

好的收敛结果： 

一 U h：H s(F) Il“。一“ ll H (F)≤ĉ ㈠ 。II Ht(F) (25) 

因为此时近似解的逼近性仅由正则部分控制。由此可见，在构造边界元空间时，把反映具体 

奇异性的表达式引入边界单元，Ij【】构造奇异单元，可以改善收敛性。 ． 

对于各种具体问题，在不同类型边界下解的奇异性的特定的表达式，已有许多研究。二 

维情况的研究巳近完善。KOildratie v 。 推出了二维角点奇异性的一般表达式； 
| s M 

‘= ∑ ∑ ∑ Cism (0)rai m(1fir) (26) 
J。 l s。 0 。 0 

这里 (r，8)是角点为中心的局部极坐标系，有限的整数'厂，S， ，指数口j以及各项系数只 

依赖于角点处的几何形状。对Lapla~e方程和多角形区域，角点处的“在 一 般的边界条件下 

可以更具体地写成 (S=M ：O) 
J 

“= ∑ Cl妒f(0)rai+“。． (27) 
’ J。 1 

其中， (j：v／co，对Di richlet或Neumann~界条件， 

L(2j一1)x／2~，对混合边界条件， 

qJi(0)：fsinaiO，对Di rich e 或混合边界条件， 
I,cos口

j0，对Neumann边界条件， · 

国是角点处边界内部夹角，混合边界条件是指当0：O时给的是Di richiet边界条件， 当 0=国 

时，给出的是Neumann条件。 

继Kondratiev的工作之后，很多人，如G risvard 。 、 Mazya ¨等 对奇异项作了更 

详细具体的研究。这类工作都是基于与微分方程相关的特征值问题，利用扇形区域或锥形区 

域的G reen函数来开展的。 ‘ 

另一类方式是Eskin[233采用的对拟微分算子的主象征进行分解的办法，即把积分方程 

局部化和平坦化后转化为半空间的问题， 采用所谓 Wiener-Hopf方 法 ， 把拟微分算子的 

主部作因式分解，通过 FOtlrie r变换及其逆变换把奇异部分表达式分解出来。这种方法， 

埘边界是开线段或开曲面的问题非常有效。Costabel和Stephan  ̈ 。 用 这 种方法处理 

了三维的屏障和裂缝问题，WendlandSNZhu 。 处理了绕薄膜状障碍物的三维Stokes流问 

题。对于各种三维问题的奇异性的具体表达式，至今仍是一个活跃的研究课题，因为它远比 

二维问题复杂。例如，在三维屏障问题中，类似于(23)式，我们有 

“=t3( )p。 (p)+“。 ． (28) 

： 一 璺 p一 x(p)+ 。 (29) 
on 

这嫩IB( )是开曲面的边界曲线的参数 的函数，p仍是到边界曲线 的距离， x(p)是截断函 

数。在I PI充分小时，x(p)三1．当I PI>1时，x(p)三O．我们称开曲面 (屏 幕 或 屏 障)为 

r。．只要给出的边界数据充分光滑，我们可以得出(43]： 
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( )∈H + ( ) ， z‘。∈ H _23一+。 (r
I)， 

1991／正 

。∈H 2。 (FI) ， 0< < <÷ ． 
厶 

这时要把奇异函数引入到边界元空fnJ也I；LS-维情况复杂，这是因为不仅要建立r。上的边界单 

元，同时对I9( )也必须要用曲线y上的边界元来近似。目前，我们还没有看到在三维问题中， 

采用奇异单元进行实际数值计算的报道。／r：过理论上的分析表明，如果试探函数也取为(28) 

或(29)的形式，收敛性可以到得改善。前面已提到，只要给定足够光滑的边界条件，可使 
1 

。∈H 。一c(F) (8= 一 > 0)。 
Z - 

按(25)，引进反映奇异性的单元后，收敛阶可提高到O(h。 )，这仍然是按 Galerkin方法 

求解边界积分方程，沿只{有限元误差分析的方法得出的结果。三维问题用配置法求解边界积 

分方程的误差分析三维奇异边界时，引进奇异性到边界元空间中的数值算例还有待于开发。 
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SINGULARITIES IN BOUNDARY ELEMENT METHODS 

Zhu Jia1in 

(Department of Natural Science) 

ABSTRACT This paper p resents all all round review oi recent de 。一 

IoDments in t reating the singularities in boundary element methods both 

for nume ricaI com puting and fo r mathematical analysing· A PProaches 

fo r nume rieal t reatment of sing ula r and hyper—singular
．

。ntegrat。on s a re 

listed． Singula r behaviou r of solution on non—smooth boundary a re d。scus— 

sed and the mathematical tools for desc ribing it， such as the Sobolev 

sDaces defined on a pa rt of bounda ry，the pseudo—diffe rential ope rators 

a re Dresented． In orde r to incorporate the singular behaviour 。n o he 
boundary element approximation， the technique of int roduting s。ngula r 

bounda ry element is suggested． 

KEY W ORDS boundary element method，singularity，singular integral， 

non—smooth boundary， singula r bounda ry element． 
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