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拓扑等价度量生成的一些新方法及应用 

白 任 伦 

(基础科学系) 
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摘 要 若干文献中经常用到空问中的新度量，而它与空问的原度量是拓扑等 

价的。 本文将推广新的拓扑等价度量产生的方法， 这 在 J~~e-b应用上均是有意义 

的。 
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1 定义及引理 

定义 1 一度量空间是序对( ，d) 一基本集， dl X ×X卜．÷月 U{0)且满足I 

(M I) d( ，Y)= 0《=： =Y 

( 2) d(Y， )=d( ，Y)， Vx，Y∈X 

·  (M 3) d( ，2)=d( ，Y)+ (y， )， Vx，Y，2∈X 

定义 2 ( ，d)一 度量空间，由基 

Ba={B( ，￡)I￡> 0，X∈X) 

其中 

． ( ，￡)={．)『ld．( ，Y)<￡) 

产生之拓扑称为度量拓扑，记为 

定义 3 B-与B：为 上之二拓扑基，若其产生之拓扑一致，则称B。与B：为等价之拓扑 

基。 

一

， 引曩 1 BI与Bz等价之充要条件为·VOI∈BI’Vx∈ I， z∈B2， ∈ ：c I且 

vO2∈B2，Vx∈ 2， I∈BI， l ∈ I c l 

引曩 2 P与d同为 中之度量，则 d．=T 之充要条件为Vx∈X(Ve> 0， 6> 0， 

B,j(x，6)c ( ，￡)，且Ve>0， 6>0， ( ，6)cBa( ，￡))， 此时称 P与d为拓扑等价 

之度量。． 

{}l曩 3 p( ，．)『) 则p为 上之度量，且JD与cf拓扑等价。 

引曩 4 p(x，Y)=min(1，d( ，Y))，则p为 上之度量且p与d拓扑等价。 
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引理 5 若 d为拓扑空间 ( ，r)上之一度量， 则 f=T 之 充要 条件 为。 VA ， 

p( ， )=0，．当且仅当 ∈A 

2 定理及证明 ：． ·。 ⋯．一 一_。 一一 ． ．， 一一- 
一 ⋯ ． 

、 

．  - 、 

． 。二． ．． 。 

定理 1 ( ，d)——度量空间 ：月+U{0)卜_-÷月 

(1)q3( )= 0《= = 0 

(2 J ( )≥ 0 ∈[0，+。。) 

(3) 为次可加的，即对Vx， ∈[0，+∞) 

q3( + )≤q3( )+q3( ) 

(4)P= odl X ×X 月 

则P仍为空间 上之一度量，且T = d 

证l pt X X X 卜_-÷ 月，P= od 

下证p满足度量公理，Vx， ，z∈ 

(M 1) p( ， )= 0 

≤= od( ， )= 0 

由① 

《： d( ， )= 0 

≤： = 

(M 2) p( ， )= 。d( ， )= 。d( ， )=p( ， ) 

． (M 3) ．．-d( ， )≤d( ， )+d(z， ) 

又 。．． ( )≥ 0 ∈[0，+OO) 

．．． ( )单调增加 Vx∈[O，+。o) ‘ 

．-． p( ， )=q3od( ， )= [d( ， ))≤ (d( ， )+d(z， )) 

又由 之次加性 

(d( ， )+d(z， ))≤ (d( ， ))+q3(d( ， )) 

= od( ， )+ od(z， ) 

=p( ， )+p(z， ) ’ 

所以，P为 上之一度量。 

欲证 P与 d拓扑等价，须证 与 有等价之拓扑基。 

1． 空间( d)中， ￡ 0，基元Bd(x,e)EBa， 6= (￡)> 0，由 在[0，oo)之单 

调性，则当 ‘ 。 

必有 

即日6 

2． 

Ve> 0， 

p( ， )=rp, ( ， )<6= (￡y时 

d( ， )<￡ 

( ，6)∈ rp致 

( ， )cjB ( ，e) 

．．． 可微，故连续，又 )=0 ． 

即 ( ，￡)∈ ，日6> 0， 当 d(x， )<6时 

p( ，Y)= od( ， )<￡ 
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即对Vx∈X 

Bd( ，6)c ( ，￡) 

．

‘

． Bd与 为等价之拓扑基 

．．． Tj=T。 

d与 P为 上拓扑等价之度量 口 ． 

下面之定理 2为由( ，p)上的可数映射族 P 产生与 P拓扑等价的度量 d的方法与结果。 

定理 2 ( ，p)是度量空间，{p ) 。为X×X上之可数函数族且 {pt) l满 足以下条 

件l l 

(1) pll X ×X卜__÷ 是 Tp×T 连续的 

(2)对 非空之 一闭集FcX，若丘 F，则 ‘， l pl( ，F)=infpi( ，Ⅱ)> 0 
aeF 

(3) ( ，Y)∈X×X，Pj( ， )一致有界， 即 日M> O， l ‘， pi( ， )≤M 

(4)P 本身为伪度量族 

~1 ● 

令 d(x， )=∑ Pl( ， ) 
i。 1‘ 

则 dl X ×X 卜_÷ 

是 上之一度量，且 d与 p拓扑等价 

证l对d验证度量公理 

(M 1) V ∈X，d( ， )= 0 

．． (X，p)是 l的， ， ∈X， ≠ ， 乏{ )={ ) 

由已知， pi l Pl( ， )> 0， ．．．d( ， )> O 

．．． = <-->d( ，Y)= 0 

(M。)， (M。)由VPl是伪度量直接可得 

欲证 Td=T 只须证。 

因为 

而对VY∈4。 

对VAc ，Ard= ， 事实上， 若 ∈ 由巳知 f使得 

pj( ， )=r> 0 ‘ 

d( ，A)=infd( ， ) 
YeA 

m， 手pi( )≥÷pi( ， )=÷ 

所以 d(x， )≥÷ >0 

故 Ard 

另一方面，．．．VPil X×X卜__÷ 是P×P连续的 

所以 ( ， )= 一_= 一Pi( ， ) 
i- 1 ‘． 

也是X×X上的连续函数，且一致收敛于d( ， ) 

事实上，d(x， )=lim
一  

∑ p；( 。．v)=li ．( ， ) 
■ 一  - ' ‘ ■ 一  
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Ve> o Ⅳ， ： 九≥Ⅳ 1
一 <e 所以 

i。_4-l ‘ 

( ， )一d( ， I：I壹_1一p ( ， )一壹— 一p ( ， ) 
’ I i。 1 ‘ i。 1 ‘ 

= J 耋。一 ， ’J≤；喜。_rM< e 
所以，d在X×X上是p×p连续的。 

又由 ld( ，A)一d(Y，A)l≤d( ，Y)知l，( )=d(x，A) 

是 ——连续的。事实上，若p(x ， )卜．一÷0则(x ， )卜．一÷( ， )故有l 

1d( 。，A)一d(x，A)1≤d( ， )卜— d( ， )=0 

所以，若 ∈ATe,则 ． 

，( )∈f(Arp)cf(A)：{0)={0) 

所以 d(x，A)=，(x)=0 

．．． ∈Ard 

从而得 

rD=Ard 口 

应用拳例 

引理 3中，若令 ( )=一1 i ，则于( ，d)中， ：R U{0)卜-◆尺且 

(1) ( )= 0 《= = 0 

1 

(2) (x) ≥ 0 

— —

(3) 为次可加的，即对VX，Y∈[O，oo)，VX∈[O，co) 

圳 ≤ +南  +cp(y) 
(4)p= odl X X X 卜— 

V(X，Y)∈[O，。。) p(x，Y)=9od(x，y) 

由定理 1，p为空间 上之一度量，且T =Td，仿此可构造若干新度量。 

{|| 考 文 献 

郭大均．非线性泛函分析．山东科技出版社，1988 

J．L．Kelley．一般拓扑学．科学出版社，1982 

W ．Rudin．实分析和复分析．人民出版社，1982 

B．T．Sim S． Fundamentals of Topology． Maemillan P．CO．INC，New York， 

1980 

Jone s．T．F．Non Metrization of Topological Space．Amer．Math．Soc． Tran s1． 

91(1983) 

(编辑l刘家凯) 

http://www.cqvip.com


第3期 白任伦。拓扑等价度量生成的一些新方法及应用 29 

TW O METHODS OF GENERATING TOPOL0GICAL 

EQUIVALENT METRIC AND APPLICATIONS 

Ba‘ Re fH 

(Dept．of Natural Scieuce) 

ABSTRACT Many papers often use new metric on space， which is 

equivalent to old metric． This paper gives two methods to generate 

new topological equivalent metric， and it is valuable to theories and 

applications． 

KEY W ORDS topological equ ivalent， metric on space~topology 
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