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摘 要 本文提出了一种新的集值映射的次梯度。讨论了它的闭性和非空凸性， 

在适当条件下证明了t 

inf{CF(x o、Y o)( ))=sup{ ( )1 ∈apF(x o，Y 0)) 

OF( o， Y o)( )=[一CF( o， Y o)(一 )， CF(x o， Y 0)(v)3 

关-调 ，
，
盗主 ，皂堡兰‘ 、 伴随导数 

、／ 、 

1 基本概念和基本定义 

设 是赋范空间，y是序线性拓扑空间。 

定义1 设 F： —y是集值映射，( 。，Y1)∈GrF， EX，对于 ∈y，着对任意 

。．．- ，  ̂一0 ，都存在珊 一珊和Ⅳ。>0，使得当，l≥N。时，有 

Y o+h．w ∈F( 0+h．v ) 

则称 为F在点( 。，Y。)相对 的伴随值。 

F在点( 。，Y。)相对 的伴随值全体记成CF(x。，Y。)( )，若对任意 ∈ ，CF(xo， 

o)( )≠ ，则称F在点( 。，Y。)伴随可微。 

若F在点( 。，Y。)伴随可微，则集值映射 

CF( o， Y o)： ÷ CF( o， Y o)( ) ( E ) 

叫做F在点( 。，Y。)的伴随导数。 

定义2 设F： —y是集值映射，( 。，Y。)∈GrF，且F在( 。，Y。)是伴随可微的， 则 

F在点( 。，Y。)的次梯度定义为t 

aF( o，Y o)=( ∈L(X，Y)l ( )≤CF( o，Y o)( )， EX} 

其中L(X，Y)表示从 到y的线性映射全体。 

定义3 如果Gr(OF)是X ×Y× (X、Y)中的闭集，则称次梯度映射OF(·，·)是闭的。 

定义4 集 称为序下闭的，如果 中任意序下有界集B，有infB∈A。 

本文1991年6月17日收到。 
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2 集值映射的闭凸性 

李声杰：集值映射的次梯度 

定理1 设F是凸集值映射 “ ，0∈CF( 。， 。)(0) 0≤CF( 。， 。)(0)，则 OF ( 0， 

。)是非空凸的。 

证明：首先证CF( 。， 。)是凸映射 

对于任意 2， 2∈ ， i∈CF( 0， 0)( ?)(f：1，2) 0<入<1，任取 一入 2+(1一 

入) 2，  ̂一0 令 

：： v．丁-Xv~ ：： 2 
_ 一 —— ——— 一  _ 一 I 

上 一 ^  

显然 ：一 2， ：一 2 

由定义有 叫：一叫2，叫：一叫2，使得当，l≥，l。时，有 

0+ 叫。1∈E( 0+  ̂ ) 

0+ 甜 ∈F ( 0+ ) 

所以 0+Xh +(1一入)̂ 删 ∈XF( 0+  ̂ )+(1一入)F( 0+h ：) 

cF( 0+  ̂(入 +(1一入) ) 

= F(x o+h．v ) 

因此 Xw + (1一九)叫 ∈CF(x 0、 0)(九 +(1一k)v ) 

由 叫2， 叫2的任意性，所以CF( 。、 。)是凸映射。 ． 

又由[2]推论 1，则存在 ∈L( ， )，满 足 

A( )≤ CF( 0， o)( ) Vv∈ 

因此 F( 。， 。) 

任取 l， 2∈aF( 。，Y。)和任意 ECF( 。， 。)( ) 

由定义有 

4l( )≤ ， A 2( )≤ j， 

从丽 ． (九 l+(1一九) 2)( )≤九 +(1一九)y=Y 

因此 (九 l+(1一九) 2)( )≤CF( 0， 。)( ) 

故aF(x。、Y。)是凸的。 

定理2 设 是序完备第一可数局部凸拓扑空间，产生序的锥尸是闭的，以及CF( ， ) 

(u)对任意u∈ ，关于(x， )下半连续 ，F(x)是上半连续 ，则aF(·，·)是闭的。 

证明l由Gr(OF)={( ， ，A)∈GrF×L( ，Y)fA( )≤CF( ， )( )， ∈ ) 

而 A( )≤CF(x， )( )~-->0≤CF( ， )( )一A( ) 

由 定理3，4，2得 

O≤CF( ， )( )一A( ) <CF( ， )( )一A( )，Jf>≥0 

y|∈P ，U∈X 

因此 Gr(OF)={( ，y，A)∈GrF X L( 、 )l<CF( ， )( )一A( )，Jf>≥0， 

Jf∈尸 ， ∈ } 

任 取( ，y ，A )∈( r( ’)—一 ( 。， 0， o) 

http://www.cqvip.com


48 重庆建筑工程学院学报 1992焦 

对( (d)，，)，自然收敛于( 。(d)，，) 

而F( )是上半连续的，所以 。∈F( 。)即( 。， 。)∈GrF 

又由CF( ， )( )关于 ( ， )是下半连续的， 

于是，对于Z。∈CF( 。， 。)( )， 一 。， 一 。，存在Z ∈CF( ， )( )，使得 

Z Z 0 

所 以 <Z 0一A 0( )，，> ：<lim(Z 一 ( ))，，> 
^ ⋯  

= lim<Z 一 (u)，，>≥O 
^ ’ ‘ 

因此，对任意，∈P ， ∈ ，有 ． 

<Z 0一A 0( )，，>J>O 

故 <CF( 0， 0)( )一A( )，，>>／0． ，∈尸 ， ∈ 

所以aF( ， )是闭的。 

5 伴随导数与次梯度的关系 

． 定理3 设y是序完备拓扑向量空间，CF( 。， 。)( )是序凸的 ，产生序的锥尸是闭 

的，且CF( 。， 。)( )相对序有下界和序下闭 记 
^  

a，F( 0，Y 0)={ +PI ∈aF(x 0，Y 0)，PEP和A(v)+p<~CF(x 0， 0)(u)； 

VvE ) 

则 inf{CF(x 0，Y 0)( ))=sup{耋(u)l耋∈a，F(x 0， 0)) 

证明：flaCF(x。， 。)(u。)是序下闭和序下界，所以inf{CF(x o， 。)( 。))有意义，记 

作u1 0，并且珊0 ECF(x 0，Y 0)( 0) 

，CF( 0， 0)( ) 0 

令 G(u)：{ L
硼 0 = 0 

下面证G(v)是序凸集值映射。 

事实上，对任意 l， 2∈X，O≤ ≤1 

)若 。=u。贝n 

G( 1)+(1一九)G(u2)= 珊0+(1一 )G(u 2) 

cG( ul+(1一 )u2)+P 

②若 ul+(1一 ) 2=u 0贝U 

( ( 1)+(1一 )( ( 2)cCF( 0， 0)(九 i+(1一九) 2)+P 

c硼0+P =G( l+(1一 ) 2)+P 

对于其它情况同理可证，所以G( )是序凸的。由[2]推论 2，存在仿射映射T ( )≤G( ) 

因此对任意 ∈X，CF( 。， 。)( )相对序有下界。 

印 inf{CF( 。， 。)( ))在 上有意义。 

下面证明iM{CF( 。， 。)( ))是序凸的。 

事实上，由 inf{CF( 。， )( ))的定义 3得，对 任 意 inf{CF( 。， ，。)( ))的 邻 域 

inf{CF( o，Y o)( ))+B(B是原点的邻城)有 ∈CF( 。， 。)( )，满足 
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∈infCF ( 0， Y 0)( )+B 

对原点的邻域族N(O)定义一种关系，使成为有向集，臣I】 

B 2>J B l<--->B 2(==B l 

自然{ )是收敛于inf{CF( 。，Y。))的网。 

而对任意 l， 2∈ ，也有 t ) cF( 。，Y o)( 1){ 。)ccF( o，Y o)(v2) 

所 以有 九 +(1一九) ∈CF( 0，Y 0)(九 l+(1一九) 2)+P ’， 

、二二inf{CF( 0，Y 0)(kvl+(1一九 2))+P 

因此存在pe∈P，使得 

九 +(1一九) =inf{CF( 0，Y 0)(九 l+(1一h)vz))+p口 

由锥尸的闭性和 { )，{ )的收敛性，得 

~．inf{CF( 0，Y 0)( 1))+(1一九)inf{CF( 0，Y 0)( 2)) 

(二二inf{CF( 0，Y 0)( l+(1一九) 2))+尸 

因此映射inf<CF( 。，Y。)( ))是序凸的。 

对任意 。∈X，由[2]推论 2，有仿射映射 ，满足 

( 0)=inf{CF( 0， 0)( 0)) 

T ．(u)≤inf{CF(x 0，Y 0)(u)) 

由[2]推论 2的证明过程还可看出 

T ( )=T( )+inf{CF( 0， 0)( 0))一 ( 0) 

而 T( )≤inf{CF( 0，Y 0)( + 0))一in[{CF( 0，Y o)( 0)) 

于是 ( 0)≤inf{CF( 0，Y 0)(2v 0))一inf{CF( 0，Y 0)( 0)) 

= inf{CF( 0，Y o)( 0)) 。 

所 以 ( )=T( )+p 0 p 0∈P 
^  

因此 ( )∈01,F’( 0，Y 0) 
^  

从而 inf{CF( 0，Y 0)( ))=Sitp{ ( )l E01,F( 0，Y 0)) 

定曩· 设F( )=u Fi( )，，( o，Y o)={f∈，I Y o E Fi( o))，G(x 
l e』 l匕1 

且F(x) ，贝U有 ． 

(1) OF( 0， Y 0) U OFi( 0， Y 0) 
fej(xo，Yo) 

(2) UaGi( 0， Y 0)caG( 0， Y 0) 
iej 

证明l由UCFi( 0，Y 0)( )cCF( 0，Y o)( )和 
f3j(xo，Yo) 

CF( 0，y 0)( )c n CFi( 0， 0)( ) 
iej 

定理显然成立。 

定理5 设CF( 。，Y。)( )是序凸的，O∈CF( o，Y o)(0) 

贝lJ aF(x 0， Y 0)(u)=(一CF(x 0，Y 0)(一u)，CF(x 0，Y 0)(u)] 

其中OF( 0，Y 0)( )={ ( )I ∈OF( 0，y 0)) 

证明l 设A( )∈OF( 0， 0)( ) 

由于 ∈aF( 。，Y。)，所以 
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( )≤CF( 0，Y 0)( ) Vv ∈X 

显然 A(一 )≤CF( 0，Y 0)(一 ) 

于是 一CF( o，Y o)(一 )≤ 一 (一 )= ( )≤CF( 0， 。)( ) 

因此 OF(x o，y o)(==[一CF(x。，y。)(一 )，CF(x。，y。)( )] 

反过来，设b∈[一CF(x 0，y 0)(一 )，CF(x 0，y 0)( )] 

令 ． A(tv)=坫 

对任意f≥O ．(f )=tb<~tCF( 0，Y 0)( )=CF(x 0，Y 0)( ) 

对任意t<O A(f )=tb=(一f)(一6)≤(一t)CF(x。，Y。)(一 )=CF(x。，Y。)(f ) 

所以 A(tv)≤CF( 0，Y 0)(如) Vt∈R 

于是 ( )是非平凡子空间 o=(f )上的线性算子，由[2]定理 1，存在线性算子 ，满足 

T( )=A( ) Rv 

( )≤ CF( 0， Y o)( ) Vx∈X 

因此 T∈OF( 0，Y 0) 且 ( )=b 

于是 [一CF(x o，Y o)(一 )，CF(x。，y。)(v)-IcOF(x。，y。)( )。 

故定理得证 

1 

2 

3 

4 

5 
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SUBGRADIENT OF SET—VALUED MAPPING 

Li Shengjie 

(Dept．of Natural Science) 

ABSTRACT This paper presents a new subgradient of set-valu ed 

mapping and di scusses its close properties and its no empty convex 

properties． Under proper conditions， it proves to be true
． 

KEY W ORDS set—valued mapping， subg ratient，o rdel‘ linear topolo— 

gi cal vector spaces， Contingent derivatiyes 
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