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阶双重幻方的构造。 

周寅亮” cl _ 

摘 要 本文得 出1 -阶方 阵为双重幻方 的一个 充分条件 ·由此构造 出1一个 

6d阶 重幻方 ，并 用电子计算 机进 行 T验算，使得幻方的质量比较 高。 

关键词 三 兰旦 ：。d阶 重幻方，正克拉丁方 对角拉丁方 n 弓晤 中图分类法 
卵 计篙 

引 言 

幻方是一个古老的组合数学问题。 

构造单重幻方 已有较成熟的方法 】．但是构造双重幻方至今没有成熟的可靠方法， 

且可能某些阶数的双重幻方根本不存在。因此 目前双重幻方都是按各 自的方法构造。 

1955年和 1956年霍纳先后造出了 8阶和 9阶双重幻方 [．]．1982年梁培基造出了 8 

阶和 16阶双重幻方各一个。1989年章长才用另外的方法造出了质量更高的 g阶和 l6阶双 

重幻方[”，91年又造出了 32阶双重幻方m， 

由于双重幻方的计算量太大 ，所以用手算很难造出更高阶的。借助于电子计算机却可 

以造出更高阶的双重幻方 。 

1 阶方阵为双重幻方的充分条件 

n阶双重幻方是一个 阶方阵。它的 n 个元素为互不相等的正整数 ，并且它的每行，每 

列以及两条对角线的各元素之和相等，之积也相等。称此和为幻和，称此积为幻积。 

评价同阶幻方质量高低的标准是幻和越小，质量越高 

为方便计，以下总假设数组 m ，⋯ 是由 个互不相等的正整数组成 ，数组 ： ， 

一·， 是 由-个互不相等的非负整数组成。 

定义 1 设数组 a ，⋯ ，若 n阶方阵 ， 

A=(％) 的每一行或每一列都是 的不同排列，则称 为数组a的 n阶拉丁方。若 

- 阶拉丁方 A的两条对角线也是 的一个排列，则称 为 阶对角拉丁方。 

定义 2 设 A ( ．，)⋯ ，8= ( )⋯ 是两个 n阶拉丁方，若矩阵 
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， i{n 6 ))⋯ 
中的 个有序数组元素(ao,b )互不相同(i，J— l，2

，⋯，*)，则称 A与 B正交。 
若 rlJ m ( ， = l，2，⋯， )，则称 H阶方阵 = (～)⋯ 为 A

、 的内积，记作 一 
[ 昂]． 

定理 设投组 a ， ⋯， 为确定的正整数 ，数组 fl：b．， ：，⋯，k为方程组 

∑ b =K 

∑ =K 

∑ bjj=K 
J- I 

∑ m一⋯ =K 
J- I 

(~；eex-为正常数)的一组非负整数解，A， 分别为a， 的*阶对角拉丁方
，且 与矗正交。 

则存在正整数 ，使得 n阶方阵 

c=xA+ [ 日] 

成为 阶双重幻方。 

证 对于任意正整数 ，因为c= A+ 明 ，若设c一 ( ) ，则 ； q( + )
， 

(i，j I，2’．．’，z)·不难验证，矩阵c的每行．每列以及两对角线的各元素之积都等于 

dI啦⋯ + b1)扛 + bD⋯ + ) 

下面证明c的每行、每列以及两对角线的各元素之和都相等。 

因为对角拉丁方 的每行、每列以及两对角线的元素都是 ，m，⋯，“的一个排列，若 

设 = L 
I- I 

则有 

(2) 

∑ ；L 

∑ =L 
i--l 

∑q 一L 

∑ ¨=L 

将 (2)的第 p个方程(1≤ ≤ 2 + 2)两端分别乘上 后与(1)的第 个方程两端相 

加 ，得 
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(3) 

∑n．， — L+ 

∑ 6 ．一zL+ 

●  ●  

z∑ +∑q， — L+ 
3-1 j-l 

￡∑ l(-_J+1 +∑ _c-_J+1) ⋯ 一z +K 
j--1 J一1 

(3)式表明C的每行、每列以及两对角线的各元素之和分别都等于 L+ 这个常数。 

下面证明，存在正整数 z，使得矩阵 C的 个元素互不相同，从而 为 阶双重幻方。 

假设当 = (> 0)时，c的两个不在同一位置的元素 q和 “相等．即 q一 ，(1≤ 

“j， ≤ )，其中 i≠ s或 j≠ ．则 

即 

-i- ．J — zlⅡ-+ d_“ 

(￡1+ )一 _(Z1+ “) 

(d) 

(5) 

因为 ，̂ 正交 ，则二维数组( ， )与( -， )不相同 ，即 日，≠ “或 ≠ ． 

若 ≠ “，由(5)式知 z + b≠ Zl+ b1．即 ≠ k．同理 t若 ≠ ，则 ％ ≠ 

总之 ，当 A，B正交．而 c．，=“ 时，有 d． ≠ ％ 设 > q，则 

≠ d一 (5) 

(d)式与(6)式相加，有 

％( -I- -I- )≠ ‰ (zl+ + ) 

令 z=zl+ (> )，则 ％0 -I- )≠ d一0 + ) 

上述论证表明 ，当取 = 时，若 c中有两个元素相等 只要将 z增大，这两个元素就 

再也不会相等了。 ． 

在用式 C= +̂ B]计算C时，总可以先取 — l，如果这时 C中有两个元素相等， 

就将 z增加 l，那么这两个元素就不相等了。若这时又有另两个元素相等，再把 增埘 l，那 

么前面两对元素都不相等了。以后每次把z加l时，若C有相等元素出现，就把z再加1．这 

样以前相等的元素就再也不会相等了。而z阶方阵 只有 个元素，最多有f：】个数对，因 

此最多重复上述手续f：1次，就能使c的 ：个元素互不相等。 

所以至少存在一个不超过f：}+l的正整数 ，使 —ẑ+[̂明为 阶双重幻方。证 
毕 。 

在实际构造幻方时，一般z不会取到f：1+l这么大，而是比它小得多 
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2 双重幻方的构造与实例 

综上所述 ，构造 -阶双重幻方的步骤如下 ； 

2．1 构造数组 旭 ，aI,．．．· 的对角拉丁方 ．̂(参看[7])． 

2．2 构造数组 。厶j， ，．．·， 的对角拉丁方B，使 与 A正交。(参看E73)． 

2．3 取 一， ·̂ 为一组互不相等的确定的正整数，代入方程组(1)，求出(1)的一组互 

不相等的非负整数解 ， ·， ． 

2．d 确定一正整数 ￡，使 一zA+ [ ]的 l2个元素互不相等。 

由本文的定理知，P就是一十 -阶双重幻方。 

以上四步，每一步都有一定的技巧。由[2]中关于正交拉丁方的理论知，若 是素数， 

是正整数，蛐l存在 r阶的正交拉丁方。但是不一定存在任意阶的正交拉丁方。所以对任意 

的 t，第 2步不一定能执行下去。这样，编制双重幻方并非易事，而编制高质量的双重幻方 

就更难 。 

实倒：编制 甜 阶双重幻方 

-=64，给定数组 =(1，2，3，⋯，32，3t，35，36一·，65)，构造的U的对角拉丁方A是 

附件中的 矩阵。不难验证 ，敷组 ； (O，6，12，⋯．186+2，8，l 4，．．·，188)是方程组(1)的 
一

组解．构造的 的对角拉丁方 如附件中的 矩阵。不难验证 与 ^正交。 ’ 

然后取z；4613就能使 P的各元素互不相等。这样就得出了一个幻和为。= 9941184 

的 6d阶双重幻方．见附件巾的 P矩阵． 

卒文的矩阵 A，B和 c(即 64阶双重幻方表)因篇幅较长，未刊登。 
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THE CoNsTRUCT10N oF 

TW0F0LD MAGIC SQUARE 0F ORDER n 

Zhau Yinlim+g 

(Dcpt．of Natural Science) 

ABSTRACt This paper pre~ents the sufficient condition for a square matrix of order n to 

the twofold magic square．with which the twofold magic square of order 64 is constructed．It is 

tested by theco mputer． 
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