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‘ 方程 div(A(1 1) )+ ( ， )一0 

奇异 Dirichlet问题的正径向解不存在性‘ 

_  

， c c嘲 尸 
摘 要 主要讨论一类非线性偏微分方程奇异Dirichlet问题 ／ 

l ”(r)> 0，r∈ R 

lira “(r 一 + 。。， 
lt—o 

【lira " )= 0。 

研究偏微分方程定解问题的解不存在性，至今 已有大量文献，在物理、力学 、电学和其它 

科学 中所涉及径向(rddiat)解问题比较多，比如：万有引力、静电场力、电位等，其大小均为径 

向 的函数，且当—+0+时，它们均趋于 + 一；当r一+ 一 时，它们均趋于零·因此 ，研究非 

线性偏微分方程奇异(咖巳ular)D ich／et问胚 

div( (I 1)DIJ)+，(1zl，“)= 9，z∈R’＼{O) 

#(r)> 0．r∈ R 

Iim (r)= 0 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

在理论和应用上都有意义，上述出现的 z=(z。’．．：． )，r一 = 干 _ ，正整数 

> 2，在哪些条件下，定解问胚(1)～ (d)存在唯一解?通常期望问胚正面得到 解决·本文主 

要给出定解问题(1)～ (4)不存在径向解的充分条件(定理 3)·同时，还讨论了另外两个奇 

异 D 汹￡ 问题径向解不存在性，所研究的方程(1)要比之[1]研究的方程更广泛，是[1]工 

作的继续和深入。 

· 收稿 日期 t1995=02~24 
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记 R 一 (0，+ ∞)，厦 一 [0，+ 。。)，(R ) 一 (O，+。。)× (0，+ 。。)，下面条件中出 

现的 (1≤ i≤ 5)均表示正常数。 

设条件： 

(Lt) A(P)∈ (豆 )且 O< ≤ A(P)≤ ，P∈ 豆 ，这里 d为常数； 

( ) y(r，s)∈ “。(R ) )且存在常数 b> 0，当(r，8)∈ <0,El×R 时，有 

y(r，s)≥ 

这里常数口>} ， 
( ) 当 P∈ 豆 时，有 

r 1 l pA(p)dp≥C3A(P)P ，0< ≤寺I 

( ) (t， )≤ 0， ，8)∈ (R ) } 

( ) 当(r，s)∈ (R ) 时，有 嘻 

0≤ f(r，8)≤ · ， 

这里常数 <{(g一1)一l； 

(Ls) 当(t， )∈ (R )。时，有 

(d+ 1) (r，s)≤ 盯 (r，0) 

这里 (t，s)=』，(t， )d{，常数a≥ l_ ，t>击； 
( ) 当 P∈ 豆 时，有 

r 

l pE(p)d．o≥ 0 
J t 

这里 ( = ( +P 警 ； 
(h) 当 ，s)∈ (R ) 时，有 

，(r ≠ 

( ) Um sup扣一 (r，s))< + 。。 
⋯  

0+ 

这里 为正常数。 

。

l 几个引理 

引理 l 设 Ⅱ=“(r)是方程(1)的径向解，其中r∈ [R ，岛)，0≤ < 岛≤+ ， (．P) 

∈ (豆 )，，(r， )∈ ’。((R ) )，则对任意一个实数 4都有下面的恒等式成立： 

计[ ¨胁 ㈣钏 
4M， ， )+ + l—t) (．P) ] (5) 

r  
+ 

)  

≈  
+ 

P  阳 

户 

(  

户 

P  O  

．．．．．，  

— 

r 
= 
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竺 曼： 兰! !!!!I加I)D“)+，(I I， )一0奇异狄氏问题的正径向解不存在位5 

其中 I I p)= )+p )；r，( 
证 由于 = (r)是方程(1)的径向解，因此，方程(1)可改写为 

‘ 

(P)“，d P+ (P) 十 亍 (P) +， ，Ⅱ)一0 (6) 

对(5)式左端隶导，然后将(6)式代八，进行适当整理就可推出(5)式的右端
，即 

[『 州 c 等]} 

～ ‘iJ。 )dp"-Fm + (P)等]+r (P)d P n r I I  ̂

+ ，u)+， ， ) + (．p)d P等+a (P) 一。 (．p)!等1 a，f r ⋯⋯r：J 
；  { J 户 ( )d +R (r， )+r ，u)+删At(1p)比f + ) t d qr 

+ ]+佃r[ 脚，筹+ +m 1+州跏rl1 

= -_ F J pR(p)dp
．

+≈ (rtu)+f ，H)一a盯 ，u)十(a+l一≈) (P) ]证毕 O 
● ⋯  

引理 2 若满足条件( -)(k) (r)> 0是方程(1)的径向解
，且 (r)：+ 。。． 

则 lim (r)=+ 一 (7
) 

，一  
⋯  

证 假定
， 

血‘r <+ 。。，根据题设
， 

(r)=+ 。。，贝9一定存在一个 序列 

h}tn’ 0 ( — oo)，使 

(，一)一 0， d ( 一)≥ 0 

由条件( )知 ，( (r-))≥ (ri)> 0 

因此 ( ( )) ( )—dP (ri)¨ ( (
r． (r．) 

+ ÷ (，( )) (̂)4-， ， (̂)’ 

= (p(r．) (r．)+ ，(n， (r．)) 0 

这与(6)式矛盾，故u inf~O')=+。。，所以 · 

lira q(r)= + 。。 
t· O十 

证毕 

引理 3 若满足条件( )( )， (r)> 0是方程(1)的径向解，J~
． ．tim u(，)一+。。，则存 
十一 n+ 

在 T0> O，当 0< f< ro时，有 

)≤ (8) 
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这里 为正常数。 

证(反证法) 对方程(1)径向解 一 (r)而言，可把方程(1)改写成 

( 一 At* ) + r一 f(r， )一 0 (9) 

由题设 lirn (r)=+ o。及条件( )可知，一定存在 ro(0<ro≤ 6)，当 0<r< ro时，有，(r， 
十 

H)> 0，因此，由(9)式得 

,4d ) < 0 (0< r<  d) (10) 

即 在(0m )内严格单调递减。 

我们断定存在点列 )，n一 0 ( 一 o。)，有lirn (rA< 0，若不然，存在也> 0，当 ∈ 

(0， ]时，有 (r)≥ 0，再由题设lira (r)一+o。，可推出在(0， ]上有 ( )≥+o。，这与 
●一 ●十 

”(r)在(0， o]上有定义矛盾，故我们的断言成立，因此，由(i0)式及我们的上述断言，可推出 

(r)< 0， 0< r< o 

从 到 r(0< < < ro)积分(9)式，得 

一  (r)一 一tA ( )一I 一 ，(s， ))拈 
．  

所 r )<一』 -1，(s， (s))如 
上式令 一 0，得 

r (r)≤一I 一 ，(s，"(s))如 r 

≤ 一 f 一 -( )如 (这里用到条件( )) 
由于(11)式 (r)在(0．rn)内严格单调 递减 ，因此可使Jr_式盔 为 

(r)≤ 一 。(r) 

再 上条件( )及(11)式知 (r)≤ Aut(r)，从(12)式推出 ’ 

≤一是r 
从 0到 r(0< r< )积分上式，不难得到 

( )≤ rZ／(q-．L) (0< r< to> 

这 里 0为某个正常数。 

(1i) 

(12) 

证毕 

。 

， 
i 

一 

一 

拈 

一 

rr ● ●，
O  

)  

r 

(  

一 
≤ 

)  

一 ． r 

即 
亦 

http://www.cqvip.com


郭 百昌：方程 div(A(ID“1)加)+ ，(1 I，“)一 0奇异狄 氏问题 的正径 丹解不存在 性7 

有 

引理 d 若满足引理 3条件，则存在一个序列 {̂ ) 一 0 ( 一 。。)，当 充分大时． 

训 ≤ (13) 

这里 Ct为某一个正常数 

证 我们断言 

Iirn sup{~ ‘f “ (r)}>一 ∞ (14) 
‘ ●一 0十 

若不然，有 

tlm sup{rl+S／*-i)u (r)一 一 ∞ 
·O十 

因此 

lirn 1+2／(·一” (r))一一 ∞ 
r— D十 

于是 ，V > 0，j r > 0，当 0< r<r一时 ，有 

pIJ,- r (r)< 一 

对上式两端同除以 rJ”“r”后，再从 r到r一积分，得 

)一 )一f _|r，∽如≤r(一 8--(14-Z／(f--1"*'*)如 
·  ’  

= ÷ ( —1)(ri -1 一r “ ) 
‘ 

' 

在上式中令r=去r-=r．，得 ． 

1 

(f_)一H(r )≤ ÷ (叮一1)(2--S／(rJ 一 1)r ‘ 
‘ 

因此 - 

“(r．)> r (15) 

这里 C。一 (f— 1)(1—2-z，f_Ï )，由 的任意性，总可以选取充分大 ，使(15)式与引理 

3结论(8)相矛盾，故我们断言(14)式成立，不妨设 

1ira sup{~ ‘’一 (r)l— CD 
r ●+ 

这里 C。为非正常数，于是，存在 r．一 0 (I— oo)， 

使 

lira{以 i，“--D ( ))= 
t--∞  

故对 > 0，j h> 0，当 > 时，有 

I r}̈ ／‘ tfr(r．)一 I< 

由此推得引理 4结论成立． 证毕 

2 结果及证明 

首先，考虑定解问题 

dlv(A(IDuI)跏)-I-，(I I， )一 0，￡∈ 巩{0) l )>0， ∈[0， ) (16) 
(17) 
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u(r)l ： O (18) 

这里 (O)是以原点为心以 为半径的 维开球，正整数 n> 2。 

我们有如下的 

定理 l 若满足条件( )、( )～ ( e)(条件中r变化范围R 改为[O，R3)，则定解问题 

(1 6)～ (18)没有有界的径向解。 

证 (反证)假定 (r)是定解问题(1e)～ (1 8)的有界径向解，不妨设 ”(r)≤ M。( 。为 

正常数) 

首先注意到 ：由分部积分据条件 ( )及( )可推得 

r 

l pR(p)dp≤ (1一 ) (P) (19) 
0 

由条件(h)及( s)可知 

‘r，”)≤ 0 (20) 

因为 有界，所以结合条件( )．有 - 

tim (r‘，(r，̈)一 0 。 (21) 
r— O十 

由(20)式及条件(k)有 

， 

lr一 Au (r)l一 『一l _。f(s，“(s)) l 
J

。 

≤C4峨 一 0 (r— o ) 

所 以 

因此 

我们断言 

lim ( -1Au )= 0 
f-- O+ 

tim ( Au )一 0 (22) 
r，O十 ’ 

tim idf(r'u‘0、； 0 
．0十 

若不然，存在一个常数 -。> 0，使 r‘ ‘。(r)≥no，r∈ (O， )( 为正常数)，对 0<r< ．注 

意到(22)式，有 

tⅡcr ——"c。 r f
0
1 cs ra ≥ 。J =+。。 · 

因此 l u(r)『≥+oo，r∈ (0，一)，这与假定相矛盾，故我们的断言成立，于是 ，存在点到{r。)，r。 

一 0 ( 一 oo)，使timr~u (n)一0。 · 

所以，结 合(19)式及条件(L )，有 
，f -) 

r-"I pg(p)dp≤ r：(1一C3) " (rt)一 0 ( — oo) 
0 

根据上式及条件( )，得 · ． 
P( ●) 

limrl l pE(p)dp一 0 (23) 

http://www.cqvip.com


- 

郭百 昌：方程 d ”( (ID I) )+ ，(I I， )= 0奇异狄 氏问题 的正径 向解 不存在惶9 

现在，我们从 “到 积分(16)式，令 n一 ，再 注意到(18)式，得 

’

』 c a 一 c』： c一，a + c ， c ，；+ ，c c ， 
m  + ⋯  

一

n ( ， ))+ ( + l～ R) ( ( )j ( )] ． (2d) 

令n— OG-一oo)，根据(21)、(22)、(23)式，结合(19)武 24)式变为 

‘ a ≤ 一 等 + ， 

+(南 + 一 (25) 

根据(20)式及条件( -)、( )可知(25)式右端被积函数非正．因此右端积分非正，又由条件 

(L )可知(25)式左端非 负，故推得 

s ( 4-i I ⋯ ⋯ ， 

+f南 + ～ ∽卜；。 
已知上式中被积函数非正但还是连续的．因此可推g4 

lcr， ) 0，( + 1) (r， )罩 町 (r，Ⅱ)， 

一 ! 二 ± 
3一 l 

从 而得出 (r，“)一 ( )，，(r，")= ，( ) 

因此，由( +1) ( )=奸(IJ)．再注意到 )=I f(s)ds，经简单计算得 
J

O 

f(r，̈)一 ，( )一CilU ( -> o为常数) 

这与题设(k)矛盾，故定解伺题(16)～ (18)没有有界的径向解。 证毕 

其次．考虑定解问题 。 - ! 

f div( (Im1)加)+，( ． )=0，z∈风(0)＼{0) (26) 

】 (r)> 0，r∈(0，R) (27) 

] lim” )=+Oo (28) 
l f—O l 

【” )f，一 一 0 (29) 

我们给出下面的 

定理 2 若满足条件( )～ ( )(条件中 r变化范围 置 改为(0，aJ)．则定解l曰题(26) 

http://www.cqvip.com


8O 重庆建筑大学学报 第 l7卷 

～ (29)不存在径向解。 

证 (反证)由定理 l可知定解问题(26)～ 429)没有有界的径向解 ，假定 (r)是定解 

问题(26)～ 4 29)的无界径向解，由引理 2可知，必有
⋯

lirn
+

"(r)=+ o。，因此 ，应 用引理 d及 

a) l ，得 

f 尸E(p)dp≤ l2 ：叫⋯m一【)】一0 (r。一o )， 
0 

这里C． (1一 m 为引理 d中的序列。再根据条件( )，从上式得 

r P( ●' 

1im 1 (p)dp= 0 
f 0十 J 0 

由条件(k)及引理 3，得 

栅  )≤ rI)≤ l+
q

一 Ⅲ 1)一 。 一 0+)。 

所 

由条件(L )及引理 3，引理 d，有 

lira vl／,'(r±， ( ) 

，( ) ( ．) ：一 I≤ I Ic C ，r；一 一 一{ + )一 0 (r-一 0 ) 

(30) 

(31) 

所 

lim ( (n) (rI)rl一‘)一 0 432) 
t— O十 

从 n到 R积分(5)式，令 r-一 0 ，结合(3O)、(31)、432)、(19)诸式，得 

rⅢ (，J)d ≤f 『 ． 
J O 

0 

—

(
—

a
— — —

-

—

4
—

-

— — —

1
— —

)
— —

Y
— — —

(
—

s
— — —

,
—

u
— —

)
．  —

--

— — — — —

u
— —

y
— —

(
— —

s
— —

,
—

u
—

) 

4-1 

sn(s，”)+( }1+l一 a)̂(p( )) (s)] (33) 

~ 4 2 o)式和条件( )、( )，可知(33)式右端被积函数非正，从而积分非正 ，而 由条件 

( )可知(33)式左端非负，故 

—

(a
—

+
—

l
—

)
—

P(
—

s

_

,u )
—

--

—

uf
—

(
一

s,u)+ 8 
， ) 

d 十 j 

+{ { +l一 a】 (p( )) (s)]dsi。 
已知上式被积函数非正但还是连续的 ，不难推得 

( ， ) 0，( + 1)，( ， ) ，( ， )，a一 丛 

从而得 出 0，̈)一 F( )．f4T，H)= ，(") 

h 

I  

r  

(  
≤ 

d  

P

尸

O  

●，-__I  
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郭 百 昌：方 程 d ( (1胁 I)Du)+ ，( I， )一 0奇 异 狄 氏 问题 的正 径 向解 不 存 在 性 1 

由 +1) ( )一uf(u)，再注意到F(̈)一I f(s)ds，经过简单计算得 
J

O 

f(r， )一 ，( )一 ( Ⅱ> 0为常数) 

这与题设( )矛盾．故定解问题(26)～ (29)不存在径向解。 证毕 

最后．我们给出如下的 

定理 3 若满足条件( )～ ( )坝4定解问题(1)～ (d)不存在径向解。 

证 (反证法)假定u(r)是定解问题(1)～ (d)的径向解，由定理 2的证明过程可知 

[ 

从 n到 r积分(5)式，得 

(枷 +胁 (n))+州 -)) 。) ]一o (3d) 

r[ 州 “ 州 ] 

[ 枷 州 州州 “ ] 

』：． 一 [ f： c户 d + cs， cs s c ·ucs 
一 au(S)f(S，̈ ))+ “+ l—H) (P0)) 0)] 

令n一 0，结合(34)式．上式变为 

r【r ⋯ 吣⋯帅∽ r ] 
=  [*_pE(p)dp+nF(s,u(s)+⋯ 
一删“)，( ， ( ))+ 如+ l— H) (P(s)) (s)] 
r ． ’ 

≤J [ (s，̈(s))～口̈( )，( ， (s))+ (s，“( )) 

+(Ⅱ一l一≈ 3) (；(s)) ： )]ds (这里用到(19)式) 

≤0 {这里用到(2。)式和条件( )、( )，n= j (35) 

由条件( 。) 

lira sup{r。 f(r，8)}<+ 。。 
∞  ’ 

D+ 

则存在常数 > 0，rl> 0，s > 0，当 > r ，0< < s 时，有 

r． f(r，s)≤ l 

P  D  

，●●●J  
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由 lira (r) 

取 — max{ 

商 

0，对上述 ，存在 r?> 0，当r>r2时，有．0< (r)<s-。 
● 。  

， )．于是，当 > ra时，有 

一。 ， V( ，“)≤ MI 、 
_

r  ～  1 
。  

麟 冬 孥 
又由条件(Ls)可知 (r， )非负，因此从上式得 

，  

．  

一

； 
(r， 一 0 

由 (2O)式 得 

(，一‘ “ ) 

即 Tl--1 单调递减，因为 

T1--1，( ， )≤ 0 

’ 

( -_ 4 ) =一 -_-，( ， )；(一f -，。， ( ))d )r 
。  

．  

· 

l 

r 

所以 。 ’ 
．

_I '“( )) + ． ( 为常数) 
又 由于 

因此 

，D fa ， 

， 』s。一- ；c ) +f s’一 ，(s，“(s ) s+f ：： ； ； 
rO 

≤ r t { + 
J

0 
，。 )j如+』 

ra 

< 蒜 牟 ))d ’牛 
、 

， 

‘一 > 。。
n -- 2 q,]

一

( q

‘

--  

”

i) +f 一 (s， )妇s 。 牛 =常数 
即r一- ，有下彝，故 。j 一 

(36) 

l1 
． ■ 一 -- lim,~∽ )存在j． -． ．． 一 

结合 lim“(r)= 0，得 

lira (aA( (r))“( )“ )r．一。)一 0 (37) 
-0+ 

由lira ( —IAu r)存在及条件 (L。)可推出 I 一 ’(r)I有界E当 充分大 )，因此 
，一 O+ 

．  

1尸曰( )dp≤。一(1一 ) I“ ( ) ‘ 
J
0 I 1 

l  

 ̈

，

-；鞭 

、 

3  
d  

)  

)  

” 

0 

，  

‘ r●● J  

r ，  + 

．  ，  

r ，
0  

．1一 

．

曲 

●

)  

^ _ 

S ．． “ 

S 

， 

．

一 

S  

r  
J

O  

t r ● J t 
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郭 百 昌：方程 ( (1 1)D )+ ，(1 l， )一 0奇异狄 氏问题 的正径 向解不存在惶3 

一 (1一 ) ( 一 (f)) 呻 0 (r呻 + 。。) 

再由条件( )，从上式得 

- 

， j ( p—o 
令 一+。。，结 合(36)、(37)、(38)三式，从 (35)式得 

+ 0。 

＼ [ ，(s， ( ))一d )，( ， (；))4-s ( (s)) 

(38) 

0 

+ ( + l— 3H) ( “)) 。( )：『 0 。 、 (39) 
。 _

1 l I{ - _ 

根据(20)式及条件(L-)(L )·取。一 — ，可知( )式的越轵厢 正且连缘，故推得： 
(P，幻 g  + n 0 扣l≤ t， ’ h ；i T 

． 

一  
n 'C3 ． ．． ． ． 一 l 。 ll 

从而推出 - 。 。。 
。 

F(r，“)一 ( )，fO"， )一 ，妇)。 

由( +1) ( )一”，(“)．再注意到 (”)一ff(s)d ．经简单计算得 
。

0 

-

。  

， w)一 ·：， 0 素数 一一 ，、 

这与题设( )矛盾，故定解何蹈(1)"-1《4)礴 在经审解j 。 ￡ j}，_l 证毕 

3 例 孚 

例 l 考虑定解问题 - 一 、 1 

+卉 、 ； D 
( )>d， ∈ + 、 

1j I。l矗+矗 。 ：。 
r一 0+ 

【lira H( )一 0 
．  ． ． 

这里 8> 24- ．P≥ 日4- ， ， 均为正常数。 
■ __ ： ， i。 ． ， J_l1

．  

-  

． l j̈· ． ll_． J ． I’ ． ： l_ 

注意到A—l，取 一寺，口一；=z棚<如易验征满足定理，0 1I申舶所有条件，故此定解 

问题不存在径向解。 

例 2 考虑定解问题 。 -- _ 

『d iv((e一- 4-丢) )+ 1． ， ER．＼to 
J H( )>0，r∈R 
l lira H )一4- 。。 
l一 0 ． ， ． ． l ：

⋯  。 

【lira H( ) 0， ．f |l_ 
．

． } -． 
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这里 > 2+ ， ≥ n+ ， ，̂均为正常数。 

只要注意到÷≤ (P)一e一 +{≤ 3，取 s一吉， 一 — ， < ，易验证满足定理 
3中的所有条件，故此定解问题不存在径向解。 
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NoN EXISTENCE 0F POSITlVE RADIAL S0LUT10NS 

FOR THE SINGULAR DIR1CHLET PROBLEM S OF 

EQUATION giv(A(J 1) )+，(J J， )一0 

’ G蚍，Ba hang 

(JUin Teachers(blbge，Jilin。l32011) 

Zhou Xiangkmg 

(Zhe Jiang Teachers University+Zhejiang，321004) 

Ke Houri9lu 

(Chongqing Jianzhu University) 

ABSTRACT In this paper．wc give sufficient conditions of noneJdstonc~ of positive radial 

lutions for the singular Dirichlet problems of the partial differentia[equation 

。

rdiv(A(1 1)阢)+，(I I， )= 0， ∈R‘＼{0} 

l (r)> 0，r∈ R 

lira ) + oo 
1一。 

【1im ( )一 0 
一  

and discuss flofl~xigtcrlce$of positive radial solutions for two Dirichlet problems 

KEY W ORDS tadiaI solutions，singular，identity 
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