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摘 要 奉文研克广叉I．．itmm'd系统 

+【， )+ b k1t+ )=0的中心问题，得到此系纯具有局郝中心的三十判据和 

具有奎局中· 的一十克要紊件。 
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1 引 理 

关于广义 Li6nard系统 

+[， )+̂ k】t+g )=o (1) 

的讨论，最近引起极大的兴趣“-41。文[1】通过变换将系统(1)转化为 G“Be型捕食系统，给出 

了(1)周期解存在唯一的条件，而[21则通过选择正定函数方法建立了系统(1)的振动性和周 

期解的存在性判据。然而，对于系统(1)的中心问题探讨却很少 本文的目的就是通过巧妙的 

变换，将系统(1)转化成Li4nard系统 ，利用Liaaard系统已有的结果，获得了系统(1)具有局部 

中心的个充分性定理和具有全局中心的一个充要条件 ，推广和改进了[5—7】的工作，且本文 

所给的方法可以进一步研究系统(1)的定性行为。 

未特别指出，本文的函数均连续，且保证系统解唯一，并称系统(1)的( ，t)=(0，O)为原 

点。为了建立系统(1)的局部中心和全局中心的结果，我们选取[6，7】的已知结论建立如下引 

理。 

f f． 

本节记 ( )=J ( )ds，0( )=J： (s)ds 
引理 1 [定理 2．1，定理 2．2】考虑系统 

t=Y ，=-y )Y一 ( ) (2) 

设 ① ( )，誊( )均为奇函数， ( ))0 当 >0 

② 下列条件之一满足 

1。j连续可微函数r( )，K0)=0，̂ >0使得当0< <n时有 

1)r，( )≥O( 0)；J )J≤to( ) 
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2)rf( )g( )≥r(x)l 1 )1+￡r’ )] ／4，￡>0 

2o了蜀 >0>K2，4>0使得 

≤ ≤ ，当0< <8时，则系统(2)的原点是局部中心。 

己 ) 

引理 2 【6，定理 3．1】考虑系统 y- ) =一 ( ) (3) 

设 ① (一 )= )， (一x)=一；( )， ( )>0当 >0 

② 3 4>0．连续函数 ，( )使得当 0≤ <8时有 

)≥， ㈨ 0， J： du≥ { 
则系统(3)的原点是局部中心。 

若在引理 l、2中， )、喜 )不全是奇函数，则有如下引理。 

引理 3 [7，命题 3．1】设系统(3)满足 )>0当 ≠0时，0(一 )=0(+ )且 

① |K>0使得当0≤u<K Bff~ 【己 (一u)】= 【 (Ⅱ)】 

其中己 (u)是u=J：l )l d 的逆函数 
② 下列条件之一成立 

1。3正数列{篇}使得 m =+∞ J=0 

{使 ⋯ l 。及 j： 

③ (一u)】在 u=o的某邻域为连续可微刑系统(3)的原点是局部中心。 

引理 4 【7，定理 3．1】设原点是系统(3)的局部中心，且 

① (一∞)=亡(+∞)， ( )>0当 ≠0时 

② 【己 (一 )】= 【爸 (u)】，其中己 (u)是 =J：I； )l 的逆函数 
③ 下列条件乏一满足 

1。lim sup )>一∞ 

2q 3N>O．J9 1使得当 ≥Ⅳ时 )<O
，
且对任意6≥．1v，j6>b看 

j 时 
④ 下列条件之一成立 
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1。lirajnf )<+∞ 
⋯  

2。 >0，卢>{使得当 ≥ 时 l>0，且对任意6≥Ⅳ，j5>6有 

j m 时 
则系统(3)的原点是全局中心当且仅当 

( ㈨ +J a s】⋯  

( ，+J a 】⋯  

引理 5 设原点是系统(2)或(3)的全局中心，则当 ≠0时， ( )>Oo 

证 只需证系统(3)成立即可，由(3)与(2)等价，从系统(3)成立，即可得系统(2)也满 

足 

先证 当 ≠o时， )≠o。否则，若 知≠0使得 g(翱)=0，于是【 (蜘)】也是(3)的 

解，这与原点为全局中心矛盾。 

下证当 ≠0时x ( ))o。否则 栩使} ( )<0，若j另一点X2>0使得}(勘)>0，则 

j 。≠0使得 ( )=0，与前述 ( )≠0矛盾。从而∞罾(批)<0只能为下列三种情形之一： 

B) ( )<0，当 ≠O时 

b) 罾( )<0，当 ≠0时 

c) ( )>0，当 ≠0时 

若a)成立。设【 (I)，y(1)】是系统(3)满足初值(知，yo)=【 ( )，r(to)】，其中 >0， 

yo>，(知)，再记 是从点(却，yo)出发的正半轨线，则 在任一点都不能在曲线y= ( ) 

的下方。事实上，假若 在某点与 y= ( )相交，即( ’，y’)=【 (f )，y(f )】，这里 t’> 

to，由(3)得 ’>Xo且 

=yt- 0 ： 。 

由此得 在点 (x。，y )的方向垂直向上，因而 不能穿过 y= ( )，所以 不能在 y= 

( )的下方。即有 y(f)一 【 (t)】≥o，再由系统(3)得 t≥岛有 ：y(f)一，【 (t)】≥o，明显 

(1)≥x( )，这与原点是全局中心矛盾。 

若 b)成立。考虑满足初值 r(to)= >0的 (3)的解 【 (f)，y(f)】，由b)及 (3)知： 

尘 =
一 g【 (f)】≥0，当f≥ 时。有 y(1)≥y( )：yo，选与全局中心矛盾。类似讨论c)也 
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不成立。从而引理 5得证。 

2 结 果 

定理 1 设系统(1)满足 

(D，(一 )：一，( )e ， ‘H·，g(一 )：一g( ) 上 ·‘H 
， g( )>0当 >0时 

② 下列条件之一成立 

1。3连续司磺函数 r( )， (0)：0， >0使得当 0< <口时有 

1)， ( )≥0 f幸0)；J J “ r d J≤ ( ) 
2)r ( )g( )≥，( )【If(x)l+e一 Je。 ·】 ．E>0 

2o 3蜀 0>恐，口>0使 

恐 ≤j lI(t s／ ≤ 
则系统(1)的原点是局部中心。 

证 作变换 

v ：x et dP：e．tI 

仍以 t记r，则系统(1)可转化为等价系统 

等：y业dt：一m) “ ty—g(x) Ⅲ一 =y一 一 l ) y一 m̈ 
现验证在定理条件下，系统(5)满足引理 1条件 

①，r— ：，(一 )en㈨：一，( ) =k61dset- 一 

：一，( ) t“ 一：-T( ) 

誊(一 )=g(一 )e2t- “ 一：一g( )e 2 “H· ‘‘H 

：一g( )e ㈨ =一誊( ) 

当 >0时，誊( )：g( )e2 “ >0 

② 下列条件之一满足 

1。了连续可微函数 ，( )，，(0)=0，K>0，使得当0< <口时有 

1)r ( )≥0( 0)；IP 6,)I：f J Je · Hr d s J≤b( ) 
2)， ( )誊( )=， ( )g( ： I 

≥ 【If(x)I+e一 Je— ·b -】 ． “̈ 

：，( )[I f(x)e “ r Ï r， 】 ／4 

：，( )【f，f )f+e r 门 ／4． e>0 

2o了蜀>0> ，d>0使得 

(4) 

(5) 
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≤船 ： ≤ C J 
故由引理 1知系统(5)从而(1)的原点是局部中心。 

定理
，

2 设系统(1)满足 
． 

①j f6)e ：0，g(一 1=一g( 1e ．I： ，g(*))o当 >0时 

②了 )0，连续函数，( )使得当0< < 时有，( )≥lj }el ds1)0 

{ 
则系统(1)的原点是局部中心。 

证 作变抉 
． 

y： ek t+I l rd|dr：e— r dt 

仍以 I记r，则系统(1)等价于
．  

dx
：  一 j 鲁=一s( 胁M 

现验系统(7)满足引理 2条件，事实上 

① (一 )： ，“)e d s+J： ￡刚 
： I ，(s)e ·h rd 5：，( ) 

罾(一 )：g(一 )e： “ t=一g( )e 上，‘‘H·-e ‘‘‘ⅪJ 

= 一  ( )e2 “ I_一 《 ) 

当 ：0时 ( )：g( 1 ： “H·>0 

② jⅡ>0，连续函数r( )使得当O< <d时有 

)≥l J I_I o 

j： 小 = { 
根据引理 2知系统(7)从而(1)的原点是局部中心。 

定理 3 设系统(1)lll／i~_ 

① ( ))0当*≠0时 

J’ 胁M rd s：0 
② 了K>0，使得当0《 <k时有 

： =0 

(7) 
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其中G-1(u)是u=j l g( )l e l‘ d s的逆函数。 
③ 下列条件之一成立 

r ． 

1。j正数列{ )使得
． 
=+*及Jlm ‘ d s=0 ‘ 

2o 口>0，使当0< ≤口时有 

J J t㈣ I>o 

． 【』jr I Ⅺ a ]一 』：— as≥卢 { 

则系统(1)的原点是局部中心。 

证 由定理 2证知，系统 (I)在变换 (6)之下转化为等价系统 (7)，同定理 2证一样可检 

验得在此定理条件下引理 3满足．所以系统(7)从而(1)的原点是局部中心。 

下面给出系统(1)具有全局中心的充要条件。 

定理 5 设原点是(1)的局部中心。且 

①』 舢 ～ 

②J： rd s：0，其中G_l( )是 ：J l占( )l l rd 的逆函数。 
③ 下列条 之一成立 

l。 J：，b rd s 一* 、 

2。3N>0，卢 1使得当 ≥Ⅳ时有J b l‘ d 5<0，且对任意6≥Ⅳ， 6>6， 

当 ≥5时满足 

J — a 《卢』 t“c ra s 

④ 下列身 之一 立 

l。 l
～
irainf J d s<+* 

2。3N>0，卢>{使得当 ≥Ⅳ时有J二厂b hHrd >0，且对任意6≥Ⅳ， 5>6， 
当 ≥6时满足 

J J：，b t一 

则系统(1)的原点是全局中心当且仅当 

8)姆( )>0．当x#O时 

’ b tII,~d s+』 a 】：+ 
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c) 【～ J a 】：+ 
其中，± )=一【0， J d 

证 充分性作 换(6)，则系统f】)转 为等价系统(7)
，现验证定理条件下满足引理 5 

①0(一 = 如 +J 
： J -。(+ ) 

② 【 ( 】=J。~-1(_gj (I +仁 ， 
：  J，6 ： (0， ( )) 

③ 下列条件之一成立 

)= J ， t一 一* 

3N>0，J9>{使得当 ≥Ⅳ时， )=J 6 h d <0，且对任意6≥ ， 
j >6，当 ≥ 时满足 

J =J 盎  一 ㈦ 
④ 下列条件之一满足

．  

)= J：， k c+* 
2o 3N>0，J9> I使得当 ≥ 时

， )=J二厂 l h rd >0，且对任意6≥，v， 
j >6，当 ≥ 时满足 

J = ⋯ 

( [ )+J 叫 
． 

I+ J 
．  

=  【 k +J a 】：+ 
类似fG)也成立。 

故根据引理4知系统(7)从而(1)原点是全局中心
， 

， 61謦系统(1)转化成(7)，lit~lt 5知： 岔 )：增( ) ￡-h >0当 ≠0时
，故(a)成立，再由充分性与引理4得(b)

、

(。)。 。 

http://www.cqvip.com


第 1期 杨启贵等：一类广义 h由mId系统的中心 

注 1 当，( )、g( )、 ( )均为奇函数，定理5条件①、②满足。特别(1)中置( )；0 

时，本文推广和改进了【5—7】的主要结果 

例i~aER，在(1)中取置( )=鲁  

，( )： 

8 cos4 

(1+ 
‘ 

eoB 

(1+ 々 =’ 
{ (1 2)2a,， 

时，易验证此时系统(I)满足定理 3、4的条件，因而系统(I)的原点是局部中心，也为全局中 

心。 

注 2 特别此例当 =0时，即 置( ) 0，，( )、g( )不是奇函数，故【5，6】不能判定。 
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On the Center for a Class of Generalized Li6nard System 
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Zhou Zhuohua 
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Abstract In this paper，the problem d ce帜 of the Ial捌 Li6naal system(E)： 

+【， )+ k】t+g )=0is studied，three criteriawhichjlld the ori nh (E)to have aIo- 

cal center and 8 su~cieat and nex：esmry condition which lamntee8the耐giDfur(E)to have a 

c~ ter 8re ． 

KeyWords Generalized Liemd system，Center，Su~cient and necemm7 condidc~ 
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