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D 二 

摘 要 时广卫向量曩记化问是建立了M ond-Weir型对儡，证明了雁问题和甘儡同是之问的 

弱时儡定理、直接对儡定理和逆对儡定理。 

关犍词 广艾向量t优化问罡． 

中圈法分类号 0224 
巡 ．Mond-Weir型塑  

对偶理论是向量最优化问题的重要组成部分，它在最优化问题的理论和应用中扮演 

着极其重要的角色。对可徽问题，已获得了许多结果，如对非光滑对偶问题得到的一些结 

果“一’’；应用次微分的概念，讨论了非可徽凸的多目标规划问题的w0 型对偶“ ：应用 

Dini导数讨论了Wolfe型对偶问题 。本文应用Aubin引入的切导数，讨论了非可徽向 

量最优化问题的对偶理论。证明了原问题与对偶问题之间存在弱对偶性、直接对偶性和 

对偶性。 

1 切导数，拟内部导数和它们的关系 

定义 1 设 c是 Banach空间 的子集 ， o∈ ，则称集 

( 。)=n U n [(1／ )(c一 )4-e丑)】 
t，0 ‘ 0 ，∈ 0o J．  ̂

为 c在点 o的切锥，其中 Bc{ o，口)=C n{ o+aB)，丑是以原点为心的单位球。 

显然有 ∈ Tc(X0)§对任意 ．∈ 一 o和 ．̂一 0 ，存在子序列 “ ) o， 

，_J呻 0 和序列 ．一 ，使得 

。f-l+ 『-JV．∈ C 

定义 设 ，： 一2 是集值映射，( o，Yo)∈grapb(F) 

1)零DF(x o，yo)： 一2 是集值映射，Y∈DF(xo，Yo)( )的充要条件(女，y)∈ 
T。 ，《 o，yo)。称 DF(xo，yo)为 ，在( o，yo)的切导数。 

2)设 QF(xo，yo)： — 是集值映射，Y∈ QF(x。，Y。)( )的充要条件是对任意 y 

的邻域 ，存在 o的邻域 V ，yo的邻域 u ，实数 E>0和 的邻域 Ⅳ ，使得 

【( ，Ⅱ)+I(b l×W)ln graph(F)≠ 

对任意《 ，Ⅱ)∈(V ×u)n graph(F)，‘∈】0，￡【。 ∈ Ⅳ 。 
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自然有：① y∈DF( 。，y。)( )甘对任意(口．，u．)∈graph(F)一( 。，yo)，k一 0 ， 

存在子序列( )，u ))一( o，yo)， r．广·0 和序列 ŷ 一 y． ．一 ，使得 

f．】+ f。】 ∈ ，(口．hl+ (．) ) V l1， 

② y∈ 口F( o， )( )甘对任意(口 ，I‘-)∈ graph(F)一( o，yo)， -̂一 0 ， ．一 

存在子序列( )， ))一 ( o，yo)， f̂广 0 ， J一 和序列 — y，使得 

f．】+ c．】 ∈ Fl 。{ ，+ ( ) ．h J) V l2) 

为了讨论方便起见，不妨把式(1)、(2)中子序列记作它本身。 

定义3 如果存在 。的邻域 ，使得 

，( 1)c F( 2)+J-fII l一 2 l1 V  ̈2∈ W 

称 F在点 。是李普希兹连续的。 

龠爱 1 设 F在点 。是李普希兹连续的．y。∈ F( 。) 

则 DF( o，y。)( )=口F( 。，y。)( ) V E- 

证： 由【7】命题2．9，此结论显然成立。 

2 广义向量优化问题的 M ond．Weir对偶 

设 、 y、z都是 Banaeh空间． 、 D分别是 y与 Z中的点凸锥。 

F： 一2 是集值映射，G： 一2。是集值映射。若A c ，记F(̂)=UF )。 

由K在 y上引^的偏序如下 ：对任意 yt，y2∈ Y。 

yl<y2甘 y2一yt EK懈 表示 的内部) 

设 c y，c c y规定 

一 C ≥ 0甘 y2一y J∈ K，V y2∈ B，yl∈ C 

定义 4 设 B c Y，yo∈ B．如果不存在 y∈ B，使得 yo<y，则称 yo是 B的上 

弱有效点，记 的全体上弱有效点为WmaxB。如果不存在 y∈B ，使得 y<y。，刚称 

yo是 的下弱有效点，记 的全体下弱有效点为WminB。 ． 

用 y 、z 分别表 y一 与z一 的全体线性连续泛函。 

K ={Z∈ y l Z(y)≥0，V Y∈ K} 

D ={／．t∈z l／．t(=)≥ 0，V=∈D} 

考虑广义向量最优化问题： 

(⋯ 上班 印 (3】 
其中 是凸集。 

设 ={ ∈ IG( )N(一D)≠D}，上述问题就是找 o∈ 使得存在yo∈F( D)， 

满足 yo∈WminF(M)。 

它的对偶问题： 
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(DVP) 

ITIaX VO 

D， 。J )+ Dc ( ：0)( )≥0 V (
4) 

o=0 

,uED 

其中 c ，={ ： ：，G c ={ ： ， 。∈c c 。 ， ∈y 。 

设 { Fc v ) 
(4)就是找(*o，yo，u)，使得yo∈WmaxH(A)，其中^={ o∈E I存在 u ED ， ∈ 

F( 0)，：o∈ (*0)，使得 o=0，；~DFs(*D，yD)( )4- GE( o，：D)( )≥o)。 

定理 1(弱对儡) 设 graph(F)，graph(G)是凸集，则( P)的可行解 和(D P)的 

可行解( o，y。， )，有 

ŷ≥ gyu，V y∈ F(*) 

证： 由 F，c 的图象是凸的，则对任意 #∈ ，y∈F(*)，：∈ G( )，有 

h( ，y)+(1一h)( 0，y0)∈graphFE 0≤ h≤ 1 

h( ，：)4-(1一h)( 0，：o)∈graphc￡ 0≤h≤ 1 

．

‘

． y—y0∈(B ( o 4-h( — o))一ye)／h 
‘  

：一：o∈(G ( 0 4- (̂ — o))一=D)／ 

由【6】(Ck7，Sec1)命题 5，有 

Y—yD∈D ( 0，yo)( — o) 

一 ：D∈De￡( o， D)( — D) 

又由 *是(VP)的可行解，所 G( )n(一D)≠ ，取 ：∈c( )n(一D)，则有 

ŷ—Rye 4-／a．z一， o∈；tDFe( o，ye)( — o)4- GE( 0，：o)(* 一*0)≥o 

而 ED ， o=0，所以上式变成 

，̂ 一 ŷo≥ 0 

故 Ry≥Rye V y∈ F( )。结论成立。 

定理2(直接对儡) 设，在点 。是李普希兹连续的， 。∈hatE，K≠0，D≠ ，且 

o是 (VP)在点 y0的弱有效解，则对任意 ：。∈ G( 。)n(一D)，存在 z EK ， ED 

(f， )≠0，使得(*o，yo， )是(DVP)关于z的弱有效解(即对任意(DVP)的可行解 。，y 

)，有 fy ≤ lyo)。 

证：设( ，C )： 一2r 是§瞄 映射，且 

(晶，岛) )= )×岛 ) 

下面先证 

D( ，岛)( o， ，：o) )=D (X0, ) )X D (XO,Zo) ) 

事实上：设(y，z)E D(Fs，岛)(*0，yo，：o) )，贝4列任意(1‘l。， ，“)∈graph(F~，岛)一 。y。，：。)，̂_ 

O 存在 一 ， ：， ．一 懈 辱 

( ，口．)4- _̂(yI，：．)∈ ( ．4-k‰)x GE( 4- ．̂‰) 
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．
fu +̂Jy ∈， 白·+ha一) 

‘ ’  

+̂ ∈C￡ +h,x ) 

所以(y，：)∈DFE( o， )( )×DG￡( 0，：o)( ) 

即 D( ，c￡)( o，Yo，jo)( )c DFE( o，yo)( )×DG ( o，：o)( ) 

反过来，设(y．：)∈ DF ( o， )f )×DG￡f 0，：o)f ) 

则对任意( ， 。)∈graphc 一 ( o．：o)，存在 =。一 ：， 一 ，使得 

+k：。∈C ( +hnx。) 

由已知，显然有 R 也是李昔希兹连续的。 

又由命题 1，有 

DR ( o，yo)( )=Q ( o，yo)( ) 

所以对上述 h。一 0 ，( ．．Ⅱ。)∈graphFt一( o， )， 一 存在 — y，使得 

u +h ∈ FE( +h *。) 

(5) 

(6) 

由(5)、(6)有： 

(Ⅱ。，F )+h．( ，：。)∈ R ( 。+h．x )×c (钾 +k )：(R ，cE)( +k ) 

由定义有： (y，：)∈D(R ．c )( o，yo，：o)( ) 

因此 D( ，c )( o，Yo， o)( )=DR ( o，Yo)( )×D ( 。，：o)( )。用[8】定理 5．1同 

样的证法和上述结果，同样可证：对任意：o∈c( o)n(一D)，存在 z∈置 ， ED ， 

使得 

(：o)=0 

LDR ( 0，Y0)( ) pDG￡( o，：0)( )≥0 V 

下面证明( o，Yo，u)是(DVP)关于 z的弱有效解。 

事实上：如果( o， ，Ⅱ)不是(DVP)关于 z的弱有效解，则存在(DYP)可行解 ‘，y Ⅱ )， 

其中y。∈， )，u ∈D ，使得 

f Y。>lyo 

由于 。是(VP)的可行解 yo∈F( o)，则由定理 1，有 lyo≥z y 矛盾，所以( o， ，Ⅱ) 

是(DVP)关于 Z的弱有效解。 

定理 3(逆对偶) 设 graph(F)，graph(G)是凸集，存缸  ∈E(E是凸集)，使得 c 

拓 )n(一D)≠ ， o∈E，Yo∈F( o)，：o∈c( 。)，且对任意非零 d∈ ，6 ED·， 

有 

aD ( o．yo)( )4-bDG￡( o，：o)( )≥0 V 

并且存在非零正的z∈ ，u∈r )(：。)={u∈ lⅡ(：)≤0 V：∈r )(：o)l，使 

得 

zD (*o，Yo)(*)+uDG￡(*o，=o)(*)≥ 0 V ∈ rE( o) 

且( o，yo，Ⅱ)是cDVP)关于 z的弱有效解，则 o是( JP)在点 yo的弱有效解。 

证 ：设 

盹 { 。∈几。)I ： 嚣。 v )，A= ∈E·存在 
ED ，Yo∈ F( 0)，：o∈c( o)，使得 
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IDFs(xo．Y0)( )：4-uDGE(轧，：0)( )≥ 0，V ∈：， (：o)=0】 

下面证明：DHA( o，Yo)ng= 

事实上：若结论不成立，则存在 ∈ DH ( ， ) )n 

所以 ≠o，且 ， )ET (轧 ，Y” 

因此存在 ， ， 一 0 ，使得 

Y0+ Ĵ ∈ HA( o+h．x ) 

所以存在 ： ∈ ( 0+h．x )．使得 

= (：。一 Dl／h —y(n一 ∞) 

耐 EK，所以存在N>0，使得 

(=Ⅳ一 )Ihr~EK ，即( —yO)EK 

由于 z是正的，则 z： 一ly0>0 

由：Ⅳ∈ ( 0+h )．所以 0+hsx ∈A，： ∈1t( o+h新v) 

这与( 。，yo+u)是fDVP)相对 2的弱有效解矛盾。 

因此 D ( 。，Yo)( )n ；0 

其次证明：。∈(一D)，即：0∈c( o)n(一D)。 

事实上：由【61(Ch4．Sec1)命题 2， DH (*o， o)(*)是凸集 

定理，存扭 ’∈Y ，使得 

f DHA( o，Yo)( )≤ r 

Z ( )≥ 芒 

由 是凸锥，则上式(7)、(8)可推得 

f DHA( o，Yo)( )≤0 

f )≥0 

即f‘∈K 

显然有 DH ( o，Yo)( )c DR (轧 ，Yo)( ) 

而由已知有 

而 是凸锥．则由凸集分离 

f DR ( 0，Yo)( )+bDGE( 0．：0)( )≥0 V b∈D 

．

‘

． bDG￡( o，：o)( )≥0 V 6 ED 

又由 E和 graphc是凸集，则 c 的图象也是凸集。 

因此由定理 1的证明过程可知 

C ( )一：0 c DGE( 0，：o)( — o) 

再由 G )n(一D)≠ ，所以存在一d∈ C )。d ED ．使得 

一 d一=o∈DGE( D，：o)( 一*日) 

．  6(d—j 0)≥0 V 6∈D 

由b的任意性和凸集分离定理可得 

：d一：o≥0，即：0∈(一D) 

即：。∈ c( o)n(一D)，轧 满足(VP)的约束品性。 

最后证明 o是(vP)在点 Yo的弱有效解。 

(7) 

(8) 
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事实上：由 是凸集和【6】(CH7，Sec1)命题5。有 

一 o ∈ T( ， 口) V ∈ 

设 ∈DG ( o，yo)( 一 o)， ∈ ，则对任意(u ，”．)∈graph(G )一r 口，：o)，̂J一 

0 ，存在 ，一( 一 o)， ．一 =，使得 

． + l̂ ∈ C (u．+h ．) V n 

由=。∈(一D)，而 +  ̂．一 o，所以存在 Ⅳ >0，当 ≥Ⅳ 时，有 

”．+h．= ∈ 一D 

因此 =∈ T(．̈ ( o) 

又由 ET 7-o}(=。)，因此 

DG￡( o，=。)( 一 0)≤0 V ∈ 

所以 fD ( o，”)( 一 口)≥0 V ∈ 

再由 f是非零正的，则 

DR ( o，Y0)( 一 o)n(一K)≠ 

由graph(F)和 是凸集以及定理 l的证明过程知 

B ( )一yo c D凡 ( o，yo)( 一 。) v ∈ 

因此 口是(VP)在点 如 的弱有效解。 

3 结束语 

对于一般向量最优化问题 

，minf k) 

{g )≤O 
l̂k)：0 

其中，： 一 l，，g： 一 =，h： 一 ：l是向量值映射，h是仿射映射。 

令 F( )=，( )+ ，G( )=g( )+D，E=【 ∈ Ih( )：O}， 

。 且 

g( )≤0，̂ ( )=0甘 G( )n(一D)≠ ， ∈ E 

由(9)可变成广义向量最优化问题： 

， ≯ 
Lc )n(一D) 

(9) 

显然 是凸集 

显然： o是(9)的弱有效解甘 。是(1o)在点，( 。 的弱有效解。 

因此本文讨论广义向量最优化问题的方法也可用来讨论向量最优化问题。 
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Mond—W ei r Duality for Generalized Vector Optimization 

Li Shengjie 
(Department of Fundam ental Sciences．Chongqlng Jianzhu U nlver~ty，4O0O45) 

Abstract The Mond-Weir duality for generalized vector optimisation is dealt with in this 

paper．This paper proves the theorems On weak duahty between primary problem and dual 

problem ，direct dualRy and inverse duality． 
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