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一 类拓扑等价度量空间的生成及性质 
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摘 要 拓扑等价度量之研览在理静与应甩上均甚有价值。已越李孝传教技在遘方面作了一 

系列研克。本文在有界lj6非奎有界之度tt空闻上定艾一拓扑等竹之新度量．井研克了所生成的 

新的度t空问的一些性质。 ／、 
．  

芙链词 度量化．拓扑等价，度量 馏 I 
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1 定义及 引理 

定叉 I x—一为任一集合，若映射 d xx —一R’UlOl且满足 

(d) d( ，y)=0甘 ：， 

(也) d(y， )=d( ，y)，V ，yGX 

(由) ( ，=)《d( ， )+d(y， )，V ，Y，=∈X 

射称 d为 上之一度量，称( ，d)为一度量空间。若( )改为(dJ) ，d( ，y)：0# =Y，剐 

称 d为 上之一伪度量。此时( ， )称为伪度量空间。 

定义 2 (X，d)——度量(或伪度量)空问，令B( ，e)={y I d(y， )<E． ．y∈Xl而 

由＆={B(#，E)1 ∈X，￡>o】产生的拓扑 称为 x上之一度量拓扑。 

定义 3 与岛为 上之二拓扑基，若其分别产生之拓扑 r．与 r2相等，则 卢I与屉 

称为等价之拓扑基。 

定 义 4 同一集上之度量 d1，如为等价的，如果它们产生 上相同的度量拓扑：即 

幻1 20 

定义 5 ( ，d)是一度量空间且 Ac ；称 A在(X。d)中是 e——稠密的，如果 V ∈ 

X，丑 ∈A，a：p( ，* )(￡。称度量空间是全有界的，如果V e>0，了有限集 AcX，且 A在 

( ，d)中是e——稠密的。 

引理 1 集X上之度量 ，如为拓扑等价的，当且仅当V*∈x以及序列f I i=l， 

2，⋯)c ，Ii丘l喝(再， )=0与lim如(鼍， )=0同时成立。 
‘ l 

引理 2 若 d为拓扑空间( ，r)上之一度量，则f： 之充要条件为VAc ，p( ， 
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A)=0当且仅当 EA。 

证： ·．-A ={ I d( ，A)=0l=A ，贝 

VC∈ 甘 是 一闭集舒 ：C毛= 甘c 是 r一闭集a,GEr。 

．

’

． = r 

引理 3 P与d同为 中之度量，剐 ： 之充要条件为V EX；Ve> j 8>0， 

岛( ，a)c耳( ，e)；且V￡>0， >0，耳( ．a)c岛( ，￡)。 

引理4 对任意空间(X，Jo)均存在与P等价之 上的度量d，且V( ．y)∈X×X，d 

(x，y)≤l。 

证 ： 只须令 

d(x，Y)：min{l，p( ，y)} V ，yEX则d与P易证为拓扑等价的。 

2 定理及证明 

定理 1 ，=x—一R．又d为 上之一度量．定义映射d’：X× —一R，V( ，y)∈ 

X ×X 

d ( ，y)=d( ，y)+f，( )一，(y)I 

则 d 必为与 d拓扑等价之度量。 

事实上，V ，yEX， 

(a)非负性成立，d’( ，Y)≥0 

(b)d’( ，Y)=0§ d(轧Y)+IfC )-f(y)I=o 

铮d( ．y)=0，，( )=，(y) 

§  y 

(c)对称性成立：即d。( ，Y)=d (y， ) 

(d)三角不等式成立，即 

d’( ，y) ：d( ，=)+I，( )一f(z)I≤d( ．y)+d(r，：)+I，( )-f(y)I+ 

If(y)一f(z)I=d( ．y)+I，( )一f(y)I
．
+d(y，：)+If(y)一，(：)I 

= 窖 ( ，y)+d (y，：) 

故 d 为 上之一度量。 

下证·d与 d 在 x上拓扑等价。 

事实上．若 EX，{箍I =1，2，⋯}cx且limd (奄， )：0，由于0≤d(精， )≤d (蕾， 

) 

．

’

． 1ira d(a， )=0 
÷● - 

反之，若lira d(％， )：0，则 
-  

磐d。(鼍， )：脚 【d(奄， )+I，(鼍)一，( )I】 
-  ‘ 一  

d(％， )+ lir
。

a I，(％)一，( )I 
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= 0 (因为 d与 ，均连续) 

．

‘

． 由引理 l d与 d 为拓扑等价的度量。 

定理 2 ( ， )——有界而非全有界之度量空间。一定存在与 d拓扑等价之度量P’， 

使得p 是无界的。 

证 ：d为有界而非全有界之度量空间 

先证( ， )存在一不完备拓扑等价度量化P：X× —一矗 U(0} 
。

．

。  

(X，d)不是全有界的，故3 eo>0，j序列( -， 2，⋯}，d(a，苛)≥ (i≠ ) 

令 AI=I l1靶，-一，％，⋯) 

A2={ 2，勘，⋯，％，⋯} 

A =I％，％+t，⋯，⋯，⋯) 

因为Vi．A ： ，故 A为闭集。 

令 

( ，Y)=l d(x，A)一d(y，A)l+min[d(x，A)，d(y，A)】d( ，Y) V ，yEX 

易知 {f)品-为 X上之一伪度量可数族。则{ )品t满足 

1) ： × 矗是 d×d连续的 

2)对v闭集FcX， 芒，，nA=a， 

．。 jN，V f≥Ⅳ， 芒A 

若 ，nA=a，因为 d(F，A)>0．所以 

p( ．，)=l d( ，Zi)一d(F，A)I+nfm【d( ，A)，d(F，A)】d( ，，)>0 

若 FNA≠a，则 d(F，A)=0 

所以 ( ，F)=d( ，A))0 (1) 

3) 由引理 4．不妨令 A以 1为界 ， 

令 

P( ，y)=∑古 ( ，y) 尸：x×x一矗下证，尸为x上的度量，且 ： 
事实上，P满足度量公理．即p： × —一R‘U【0} 

且( ) V ∈X，p( ， )=0 

。

．

’ 

(X， )是 的，V ，yEX， ≠y， 暮{yl=fy) 

． ． 由(A)必了 ，9： ( ，y))0，．’． 尸( ， )>0， =y§P( ，y)=0 

(d2)，(d3)由V 是伪度量直接可得 

欲证 = ，由引理 2，只须bY．4 =A 

事实上．若 {An，必jf，s：la(xc4u)=r>0．又P( ，A)=蝉P( ，y) 

而VyEA： 

P( ，y)≥士 ( ，y)≥可1 ( ， )=寺 
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所以 P( ，A)≥— >0故 {A 

另一方面 -．· V ：X× — R是 d×d连续的。 

．

．

． 

( ，y)： — I ( 
，
y)也是 x 连续函数，且一致收敛于P( ，y) 

事实上， = 寺 ( ) ( ) 

v E>o，3N，当vn>Ⅳ时，有∑专<E，所以有 

· ( 一 ( ·=l。参士 一 拿导 l 
：l喜1士 I≤喜i寺c e l⋯一 ’1日+ 

．

·

．  
p在 X xX上是 d xd连续的 

又由 I p( ，A)一p(y，A)I≤P( ，Y) 
知 )：P( ，A)是 —连续的。事实上，若 d(矗， )一 0，则( ， )一 ( ， )，故 

有 

l P(％，A)一P( ，A)I≤P( ， )一 P( ， )=o 

所以， 若 6Au，则 

，( )∈，(A )cfS)={0】={0l 

所以 P( ，A)=，( )：0 

．

‘

． ∈A功 

从而得 A =A 

由引理 X上必存在无界的连续实值函数，： —一R 

定义映射 p’：X× R V ，y∈X 

P。( ，y)：P( ，y)+I，( )-／<y)I 

由定理 I知：p’与 p为 X上拓扑等价之度量。 

下证 P’在 X上无界。 

事实上，·．-，为无界函数，必 3{自lCX， 

使得 ljml，(前)I= ，从而V ∈X 

d。( ，箱)=d( ，魁)+I，(魁)一，( )I≥I，(魁)-f( )I 

令 f—一 ，上式取极限，得 

lira d’( ，蕾)=+∞ 
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