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变截面梁柱二阶分析讨论 
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： 

摘要：在讨论不对称结构屈曲模态正交分解技术的基础上，以变截面粱柱为例，介绍二阶分析 

的一种 简捷 方 法。这种 新 思路 、新 方法拓展 了 Timoshenko放 大 系数 的概念 ，从 变截 面梁柱 的 曲 

率着手 ，建立 线性方程 组 ，求解得到 一组相 互正 交的屈 曲模 态 ，再把 一 阶初 始 变形 分 解为 与屈 

曲模 态同形的一 组 变形 。然后 ，分别 乘以 自身 的放 大 系数 ，再 线性 叠加 ，得 到 二 阶总 变形 。 虽 

然计 算过程 中所取 的挠 曲线为近似 曲线 ，但 实际上 已满足 了工程应 用 的精 度要 求。 
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E saIl： ；i0n on Second—order Analysis of Variable—S~tion Beam —Column 

XIONG Xiao—li．LI kai—xi 

(College of Civil Engineering，Chongqing University，Chongqing 400045，P，R．China) 

Abstract：In this paper，based on the discussion of orthogonal decomposition method for the buckling mode of nil- 

symmetrical structure，taking the variable—section beam—column as all example，a simple and direct method of 

the second orderanalysis is presented，In the new method ，the conception of enlargement coefficient brought forward 

by T~ henko is developed，To begin with the curvature of the variable—section beam—column．the linear equa． 

tions are set up、With their solution．a group of orthogonal buckling mode can be obtained．Th e primary deflection 

can be decomposed to a group of homomorphic deflection similar to buckling mode．Then，the group of deflection is 

multiplied by corresponding enlargement coefficient and plus the result，finally，the second—order total deflection 

can be  obtained． 

Keywords：buckling mode；second analysis；enlargement coefficient 

对称结构在不对称荷载作用下，对结构作二阶分析时，把屈曲模态分为对称型与反对称型两大类。 

相应地，把一阶初始变形也分解为与屈曲模态同形的一组变形。然后，分别乘以自身的放大系数，再线 

性叠加，即为计入附加变形影响后的总变形。这样的二阶分析方法是我们已经熟悉的。 

但是，对于不对称结构、在一般荷载作用下，计入各杆轴力引起附加弯曲变形之后，屈曲模态如何正 

交分解，以至能同样引入放大系数的技巧，以避免解析方法在数学上的困难，至今似尚未说清楚。本文 

以变截面梁柱为例，初步说明解决这个问题的新思路。以后，将根据这个新概念，提出工程结构实用二 

阶分析的新方法。 

1 临界力的计算 

参见图 1所示的弹性变截面梁柱，已知各分段的弯曲刚度，设变截面处左右截面的曲率分别为 、 

，由于两者的比值与相邻两分段的刚度的比值成反比，所以各节点处只需设一个未知曲率。再令各 
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分段变形的形函数为三次抛物线，相当于曲率在各段内线性分布。这样，可直接引人两铰支端的曲率为 

零的边界条件。计算各截面的挠度时，按共轭梁法， 

等效于曲率分布图为荷载，再计算此荷载作用下各截 

面的弯矩，即为各截面的挠度。利用这种相应关系， 

我们很容易找到挠度列阵{ }与曲率列阵{ }之间的 

关系为 

{ }=l c } (1) 

式中：方阵中诸元素c 肭量纲为长度的平方。 

上式乘压力 P值即为对应截面的附~JM't-弯矩，记 

为{ }，内弯矩为各刚度 与曲率 的乘积，记为 

{M ，由各节点内、外弯矩相等得 

(P[c 一 ){ }=0 (2) 

(b) 

图 1 变截面梁柱的刚度、挠度和曲率 

由以上齐次方程中，系数行列式为零条件可求一组临界力，把该临界力代回原方程，又可求出各曲 

率在该临界力时的比值，即屈曲模态。现举一简例来说明新方法如何应用。 

例 1：如图(2)中(0)图所示为变截面梁柱，其刚度沿轴线发生变化，试计算其临界力及相应的屈曲 

模态。 、 

解：令各分段变形的形函数为三次抛物线，因此曲率在 

各段内为线性分布。 

设变截面处的曲率分别为 。、 2，绘出曲率图，如图 

(2)中(b)所示。将曲率图作为荷载加于构件上，如图(2)中 

(c)，可计算出的变截面处的弯矩即为变截面处的挠度为： 

。： f ： fz 

由内外弯矩相等的条件得 

f 。： 。 

【 ： 一 

(b) 

(c) 

图2 变截面梁柱的刚度、曲率及曲率荷载 

令 ／Z=( )2 2=面P
。 方程(3)可化简为 

『(1—0．098 96u) l一0．046 88u 2=0 

【一0．046 88u l+(1—0．098 96u) 2=0 

若齐次方程(4)有非零解，则行列式值必为零，即 

f 1—0．098 96u 一0．046 88u f i
一 0．046 88u 1—0．098 96u i 0 

上式可进一步简化为 

75．953 6U2— 1 979．2u+ 10 000 = 0 

解得 

／Z1= 6．856 8 U2= 19．201 2 

因此，临界力为 

Pl_ 6．856 8 P2： 19．201 2 

实际上，Pl的精确值为[ 

(4) 

(5) 
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误差仅为 6．88％，计算结果较为精确，是一种较为精确的近似方法。 

将 u。、u2分别代人方程(4)可得相应的两种屈曲模态： 

当 ／2,l=6．856 8时 1： 2=0．999 98：1—1：1 

当 ／2,2=19．201 2时 1： 2=一1-1 

2 正交性的验证 

关于屈曲模态的正交性的具体含义，可参见文献[2]。 图3 屈曲模态图 

对于例 1，将两种屈曲模态(曲率图)绘制于图3中。由于(a)为对称图形，(b)为反对称图形，将任一 

图(曲率图)转化成内弯矩图与另一图图乘，结果为零。于是可得结论，两种屈曲摸态正交。 

3 一阶变形的分解 

例1的情况仍然是对于对称结构而言的。对于一般荷载作用下的不对称结构，要研究它的二阶变 

形通常说来是件很困难的事情。但是，根据文献[2]可知，对于同一结构体系，不同的屈曲模态之间是正 

交的。因此，复杂的一阶变形实际上是若干个相互正交的变形的线性叠加。因此，我们可以将复杂的一 

阶变形分解成若干个相互正交的变形。这个思想对于我们进行复杂荷载作用下的结构二阶变形分析起 

着至关重要的作用。 

4 放大系数 

放大系数的概念是由Timoshenko提出的，其大小为 

1／(1一Of) 

式中：Of=P／PE。 

经过大量计算得出，相应于不同屈曲模态的放大系数，随着它的值越来越小，它对结构体系挠度的 

放大效果就越来越不明显。因此，对于一般荷载作用下结 

构的二阶分析，我们可引入放大系数的概念。先将结构的 
一 阶变形按照不同的屈曲模态进行分解，再取较大的几个 上- 

放大系数，对它们相应的一阶变形进行放大，然后叠加，就 

得到了结构的二阶变形。 

下面试举一例，来说明屈曲模态的正交性、一阶变形的 

分解以及放大系数的实际含义。 

例2：如图(4)中(a)图所示变截面梁柱，各分段的弯曲 

刚度如图所示，试求其二阶变形。 

解：设变截面处的曲率分别为 。、 2、 ，则曲率图及 

将曲率作为荷载加于构件上的图形如图(4)中(b)图、(c)图 

所示。计算方法及步骤同例 1。变截面处的挠度为： 

l = (0．026 042 l+0．026 910 2+0．014323~3)Z 

2=(0．020 833~'1+0．043 403~'2+0．028 64|6 3)Z 

3=(0．010 417 1+0．025 174 2+0．032 552~'3)f 

(b) 

图4 变截面梁柱的刚度、曲率及曲率荷载 

由内外弯矩相等的条件可得一齐次方程组，为得到非零解可知系数z⋯-10式值为零，从而可得三个临 

界力，分别把各临界力代回原方程组，又可得相应的三种屈曲模态。 

临界力为 
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PEl： 22．049 l E／

，2 

PE2： 100．062 6 E1 

PE3： 307．964 7 

三种屈曲模态(见图5)为 

ll： 2l： 3l=1：0．587 95：0．243 635 

l2： 22： 32=1：一0．370 456：一0．424 443 

13： ， ： =1：一1．463 922：1．158 924 

另一种屈曲模态曲率乘积的积分为零， (a ) 

即二者图乘的结果为零。因此，本例中 

的变截面梁柱，若三种屈曲模态正交，则 

必有图(5)中的(a )图与(b)图、(12)图的 

图乘结果为零。经计算可知，(a )图与 

(b)图的图乘结果为 0．000 002 333EI， 
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后的二阶变形的影响最大，其余的放大系数的放大作用与之相比可忽略不计。 

关于这种用用节点的挠曲线曲率作为广义位移，用三次曲线代替实际的挠曲线，建立线性方程组求 

解临界力的方法是否正确，我们可采用 CDC法对例 2进行验证(划分成不同的段数，如4段、8段、12段 

等)。经过计算可知，本文所提出的方法计算结果与 CDC法计算结果的差别不大。而且，对于求解第一 

和第-'l临界力来说，段数划分太多也没有太大的意义。因为，随着单元划分得越来越细，临界力会逐渐 

收敛到一个定值。但是对于第一和第二临界力来说，当所分段数无需太多时，临界力基本上就已收敛。 

5 结语 

随着实际工程中钢结构这种结构形式应用的逐渐推广，在进行结构设计时对结构进行二阶分析的 

要求越来越普遍。因而，在二阶分析中结构在荷载作用下的变形就显得尤为重要。本文以变截面梁柱 

为例，用节点的挠曲线曲率作为广义位移，提出了一种压杆临界平衡的有限元方法。这样，就相当于用 

低阶线性方程组代替高阶微分方程建立临界平衡方程(组)一样，使求解临界力问题的有限元格式简化。 

随后，本文拓展了Timoshenko放大系数的概念，介绍了不对称结构屈曲模态的正交分解技术和建立放大 

系数的方法，使不对称结构在一般荷载作用下二阶变形的计算过程得到了简化。此外，该方法对简化复 

杂结构在多维变形时的二阶分析过程有着重要意义。虽然计算过程中所取的挠曲线为近似曲线，但实 

际上已满足了工程应用的精度要求。因此，这种简捷方法在实际工程应用中同样有着重要意义。 
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