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不等端弯矩作用下薄壁梁临界弯矩的计算分析 

余 洋， 李开禧 
(重庆大学 土木工程学院，重庆 400345) 

摘要：薄壁梁的弯扭屈曲分析是一个较为复杂的问题．在荷载作用下沿粱的弯矩为非均匀分布 

时．其屈曲方程的求解较为困难。根据 梁柱杆端变形增量相关方程和改进后的 CDC法，将薄 

壁梁的弯扭模型等效为拉弯模型，顺利的算出不等端弯矩作用下薄壁梁的临界弯矩，并提 出建 

议公式。经计算与数值解比较．结果令人满意。 
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Calculation and Analysis on Critical Moment of 

Thin—walled Beams under Unequa
_!End Moment 

YU Yang．U Kai—xi 

(College ofCivil Engineering，Chongqing University，Cho~ g400345，P．R China) 

Absla-act：In this paper，comparing the bending —twisting model with the tension—bending one，the critical mo— 

ment of the thin—walled beams trader unequal end moment is derived easily by the improved CDC(column deflec— 

tion curve)method based on the increment interaction equations of beam—columns．A simplified formula is present— 

ed and the calculated results show a good agreement with the numerical ones． 
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薄壁梁临界弯矩的计算资料至今仍然较少，而且多数数据不够准确，缺乏相应屈曲模态的表述，使 

钢梁的设计概念停留在强度、稳定分开校核而不能达到按边缘屈服准则作二阶分析的水平。究其原因， 

除了约束扭转理论不够完善，以致对梁的失稳机理不能清晰说明以外，梁的上翼缘相当于平放变轴压力 

柱，也缺少简捷方法计算其复杂受力状态下的临界力。而文献[1]在改进的 CDC法基础上导出了杆端 

变形增量的相关方程，从而使指定长度的杆件两端变形增量的调整有了定量规则，把 CDC法的应用范 

围拓宽到任意杆端约束条件，无疑是重大进步。而如果将薄壁梁的弯扭模型通过拉弯比拟等效为一个 

平面内的拉弯模型，则可将 CDC法直接应用到这根拉弯构件，从而计算其临界弯矩及屈曲模态。下面， 

以不等端弯矩作用下的 I字形截面梁为例，说明上述方法在计算其临界弯矩中的应用。 

1 临界弯矩的计算 

如图1所示的薄壁梁，跨度为 f，已知其侧向弯曲刚度为 巩 、翘曲刚度为巩 ，、自由扭转刚度为 elk， 

梁两端满足夹支条件，即边界条件为： = =0． = 6=0。两端分别受 M、xM 的端弯矩作用(其中 

在 1～一1之间变化)，可建立关于扭角 口的微分方程如下 j： 

[4]
一 Cld，一 一 【l一 ：0 (1) 
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而拉弯构件的平衡方程为： 

E，’．[ 一 P，，I一 口．： 0 

qz 

。一  川⋯ ． ⋯ 、 ～ 
， 

【 

y 

(2) 

图 1 腺结构模型 图 2 拉弯模型 

通过(1)、(2)两式的比较可发现二者在数学构造上的相似性，这样通过拉弯比拟可将图 1所示的薄 

壁梁等效为一根如 图 2所示的抗 弯刚度为 巩 ，两端受拉力 Gh，沿梁受 分布荷载 q：= 
‘ Y 

[1一 ] y()，为挠度)的两端简支的拉弯构件，而等效模型与原模型相对应的边界条件为：端挠 
度 = =0，端曲率 。= =0。只要求出M ／E／，的临界值，也就求出临界弯矩 ，了。 

将 CDC法应用到这根拉弯构件便可求解。将杆件划分为 n段(可由计算精度要求划分段数)，每段 

段长 △=l／n，第 i段的起始点编号为i、i+1，则第 i点所受的横向荷载为： 

[·一 

用 、 、0 Q 分别表示第点的曲率、挠度、转角及剪力，并将微段视为三次曲线，由图3所示的微 

段平衡可求得： 

+1 = 

瓦Qi△ 
一 爱 △一竽)一竽 △+竽) 

． 
GItA mi+1△ 

6El 36 

瓮：瓦Qi一兮 一小 一 ]) 
。+。： +OiA- —± 

。 ： 

式中： M2[1一 ] 。 
根据以上公式便可由第 i点的曲率、挠度、转角及剪力求出第点的曲率、挠度，而由始端 。的边界 

条件 。=O、 。=O，并由相关方程找到当满足终端 6边界条件 =0、 =0时的 0 Qo⋯，这样便可定 

出M一0。关系曲线上的一点。再对 0。晋级找到下一点，当M一0。关系曲线接近为一条平线时(即0。 

的晋级已对M无影响时)输出的值即为临界弯矩 ，。另外，在求临界荷载因子 M ／ 的同时伴随求 

出的挠度曲线也就是扭角 曲线，由方程(3)通过数值计算可求得 

侧向挠度 u曲线，则转动中心半径也可由r=u／ 求出。梁的屈曲 

模态便是绕转动中心轴线转动。本文重点是介绍临界弯矩的计算， 

有关薄壁梁屈曲模态的分析将另撰文介绍。 l 
l 

E1
．

,n”+ [1一 ] ：o (3) 
当 =1~,-j-，也即是两端受等值反向弯矩时的临界弯矩 Mrrl已 

由解析法求得[3]： 图3 微段受力示意图 

吖G t 

日⋯ 
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。 =菩 
而 取 1～一1之间的某值时的临界弯矩 幔 

： y《 

雁 蕊  
可借用 ，l的表达式即： 

瓜  

令粱参数 l2爱=17，以下列出当17为不同值， 为l～一l时用c。c法解出的)，值： 

(4) 

(5) 

为了与已有的资料相比较，表中列出了1／7'的值。图4为 叩取 0
． 1和 1时的1／7'一 关系曲线，与 

文献[2]所得的曲线相同。图中虚线为文献[2]按(6)式拟合的曲线
，可看出拟合曲线只是取的 1／y的上 

限值，与真实值相差较大，并且没有反映梁参数 叩对y的影响。 

专=0．6+0．4 ≥o．4 (6) 

3 临界弯矩曲线的整理 

当 =1时，扭角卢曲线为沿中点对称的单半波正弦曲 

线，若借用压弯杆件放大系数 a= 的概念
，则拉弯 

杆件的“衰减系数”为 ，由 7= 可知此时 

“拉力” 对拉杆的“衰减系数”为 L ； 

当 ≠1时，如当 =一1时， 曲线是一条不规则的曲 

线。考虑此时 对拉杆的作用，应对 叩乘上一个调整系 

数 ，通过曲线拟合发现取 =( )‘拟合较好，则 ： 

1／r 

《 薯 
一  

I J { l J J J J J j 
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— 1时的“衰减系数”为 。 
十 7̂ 

取 1～一1之间的任意值时(如图5a所示)，其弯矩图可视为图 b、C所 

示一个正对称和一个反对称弯矩图的叠加。 

其中 =吉(1+ ) ， =吉(1一 ) 。分别对图b、c乘以 和 
的衰减系数可建立计算临界弯矩的相关公式： 

(志 ) (上2．743 7rz~／-El,E1,．／l2 ] 
— —  

一 + — — —  一  

厂——二二二] I
— — —

一  

(a) 

厨[二二二二] 厨 
(b) 

霄[=====— — =二=二=] 

图5 弯矩图的分解 

= 1 (7) 

将 、r／, 值代入(5)式即可解得任意 值下的临界弯矩，若仍用(4)式的方式来表示临界弯矩，可得： 

： 7 7r2

． ~／1+ 12瓦Glk (8) 
为验证(7)式的正确性，表 4以 叩=0．5为例对 y、7进行了对比。 

表4 17=0．5时。y。7的对比 

l 

1．0D0 

1．0D0 

一 O．1 

1．g85 

1．98l 

O．9 

1．052 

1．052 

一 O．2 

2．132 

2．128 

O．8 

1．1lO 

1．1lO 

— O．3 

2．286 

2．282 

O．7 

1．173 

1．173 

一 O．4 

2．442 

2．436 

O．6 

1．243 

1．242 

一 O．5 

2．592 

2．582 

O．5 

1．32o 

1．319 

一 O．6 

2．724 

2．705 

O．4 

1．406 

1．4O4 

一 O．7 

2．822 

2．792 

O．3 

1．50l 

1．498 

一 O．8 

2．866 

2．829 

O．2 

1．6∞ 

1．60 

一 O．9 

2．837 

2．812 

O．1 

1．72l 

1．7l8 

O 

1．847 

1．843 

一 l 

2．733 

2．743 

图6(a)、6(b)、6(c)分另0歹U出了 取 0．3、0．5、1 

时的7一 曲线及y一 曲线。由图中可看出，由(7) 

式拟合出的 7值与数值解值y吻合得较好。在实际 

工程中 一般为0～1，因此图中列出的曲线也具有 

一 定代表性。 

4 小结 

以上介绍了承受不等端弯矩作用下梁的临界弯 

矩的计算方法并用相关公式拟合了 y曲线。所拟合 

出的曲线不仅与数值方法计算出的值吻合较好，最 

y 

(下转第 48页) 

(b)Y=0．5时 

y 

I 
3 0r 

(a)Y=0．3时 

图6 y(7)曲线图 
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4 结论 

通过以上计算分析，对竖向荷载作用下单跨或跨度相差不大的两跨预应力框架可得出以下结论： 

1)单跨和两跨预应力框架中，轴压比变化引起的二阶效应与普通混凝土框架类似，对结构荷载内 

力的影响虽存在，但即使在影响最大的柱底截面变化幅度也很小，故而可以忽略不计。 

2)对于同榀框架中各框架柱轴向变形不等的框架，轴压比的变化将影响结构内力，且这种影响的 

大小取决于柱顶轴力与跨间荷载的比例。柱顶轴力相对于跨间荷载越大，其影响亦越大，并且在某种情 

况下，边柱柱底弯矩将超过边柱顶弯矩，最终可能导致结构边柱底出现塑性铰。 

3)预应力框架中柱轴压比的提高将有利于边柱顶处裂缝控制。同时由于框架梁的轴向压缩，结构 

内的二阶效应影响将进一步增大，特别是在多跨预应力框架的边跨表现得更为明显，不可忽略其影响。 
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重要还在于使得 2爱具有了明确的力学含义，即组成衰减系数。 
同样当梁承受其他荷载作用形式时，或是其他边界条件如悬臂梁，外伸梁等均可按上述原理方便的 

算出临界弯矩，将另撰文详述。 
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