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要!为了解预应力混凝土"

GH1

$梁在不同预应力下的自振频率和振型的变化!采用
1%$,

<

6

提

出的轴力作用下混凝土梁的模型对
GH1

梁的频率进行了有限元分析!结果是随着预应力的增加!

频率呈下降趋势!振型不随预应力的变化而改变%为验证有限元分析的准确性!同时进行了
"

根无

粘结预应力梁的动力试验%试验结果表明&预应力梁的固有频率随着预应力的增加而增加!显然轴

压模型不适于
GH1

梁的频率分析!通过分析影响频率变化的主要因素!并依据试验结果对
GH1

梁

的动力有限元模型进行了修正%计算结果表明&该修正方法计算出梁的一阶频率的误差较小!

(

阶

频率的误差稍大!但也可以反映频率随预应力改变的变化趋势%
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梁式预应力混凝土结构是土木工程中广泛应用

的预应力混凝土结构型式之一(

"

)

%但是梁中有效预

应力对其动力性能的影响规律还没有明确(

(C?

)

%

GH1

梁是由受压的混凝土*受压的普通钢筋*受拉的
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预应力筋组成$混凝土本身其力学性质就比较复

杂(

DCA

)

$而且又加入了受压和受拉的钢筋%为此该文

通过数值分析的方法研究全预应力梁的动力性能与

力筋预应力之间的关系$并在数值计算结果与试验

数据对比的基础上对有限元模型进行了修正%为进

一步发展和完善预应力损失动力检测技术打下基础%

:

!

预应力混凝土简支梁有限元分析

:&:

!

有限元分析模型的建立

用具有分布质量的有限元法离散化预应力梁$

对于只考虑弯曲变形的杆件体系$取单元广义坐标'
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$其中
#

代表节点位移$向

下为正&

!

代表节点转角位移$顺时针为正%

由于预应力混凝土梁的长度远比其截面尺寸

大$所以可以将此梁看作一个一维体系$只考虑梁在

$%

&

平面内的振动%将预应力混凝土梁沿纵向离散

成
()

个单元$每个单元有
(

个转动自由度和
(

个垂

直于轴线的位移自由度%

由于预应力混凝土简支梁属于小阻尼系统$在

研究其自由振动特性时可以看作保守系统(

@

)

%结构

的振动特性方程可以表示为'
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为协调质量矩阵$
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是总刚度矩阵%
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和
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都是
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阶实对称矩阵$而且
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是正定的%

设式!
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#即为系统的特征方程或频率方程%该方

程对应
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个不同的根
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#即特征值$每

个特征值对应一个特征向量
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求刚度矩阵

首先用势能驻值原理推导预应力作用下的单元

刚度矩阵
"

8

%

混凝土梁的振动是几何非线性问题%由于预应

力的存在$梁单元中不但有偏心预应力引起的弯矩$

而且还有预应力引起的二阶效应(
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忽略轴向变形$每个单位有两个自由度$即
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体系的总势能为'
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是应变能$
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是预压应力
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是受到纵向力影响时的附加刚度$所以
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接下来用
;/7%/>

编写程序将单元刚度矩阵组

合成整体刚度矩阵(

""

)

%

:&<

!

求协调质量矩阵

协调质量矩阵的推导与刚度矩阵的推导方法相

似%按照相同的假定位移场$用能量原理进行推导%

协调质量矩阵'
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将单元协调质量矩阵
%

组合成整体协调质量

矩阵
!

$组合方法与整体刚度矩阵相似%

:&=

!

计算结构的固有频率和振型

求结构的固有频率和振型就是求动力方程!

!

#

的特征值和特征向量%编写程序$计算出预应力梁

的频率和对
!

矩阵归一化的振型(

""

)

%

其中各参数如表
"

%

表
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预应力混凝土梁参数
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程序计算出的各级张拉力对应的
"

*

(

阶频率值

如图
(

所示%

图
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按轴压模型计算出的预应力与频率关系图

0W)

*

0WA)Y'

*

0W"))Y'

和
0W"()Y'

时振

型向量图形完全相同$!仅绘制
&

方向的位移#$如图

!

*

?
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D

所示%这个结果说明振型不随预应力的改变而

变化$究其原因预应力的变化是结构整体特性的改

变$而不是改变结构局部特性$振型则可以反映结构的

局部特性的变化$而对结构整体性质的改变不敏感%

图
<
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:

阶振型曲线

图
=
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;

阶振型曲线

图
>
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<

阶振型曲线
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!

预应力损失的动力试验

;&:

!

试验过程

试验地点'华中科技大学结构试验室$试验模型

设计$试验过程及试验结果见文献(

"(

)

;&;

!

计算值与试验值的对比分析

理论分析结果表明'随着预应力的增加$预应力

梁的各阶自振频率都呈下降趋势$这与文献(

"!

)中采

用摄动方法计算得出的结论相似$文献(

"?

)也得出类

似结论%但是试验结果却表明$预应力增加将导致

梁的各阶自振频率上升%由此可知$通常所采用的

轴向压杆的力学模型不能够作为预应力混凝土动力

性能的分析模型%所以该文要对有限元计算模型进

行修正$寻求一种合理的力学模型来分析预应力混

凝土动力性能%

<

!

有限元计算模型的修正

现有的预应力梁动力计算模型与实际情况是不

相符合的$即预应力的存在除了象以往人们通常认

为的那样改变了梁几何刚度$造成刚度软化现象以

外$还一定有其它的改变%

预应力的存在导致频率上升的根本原因是'

"

#

预应力钢铰线受拉后其刚度会增加$导致整个预应

力梁的刚度的增加&

(

#在一定范围内$预应力的存在

增加了梁的刚度$从而引起梁的频率的上升%

该文拟通过两方面对模型进行修正'

"

#在压杆

动力模型的基础上考虑预应力钢铰线受拉后的刚

度&

(

#考虑混凝土受压后刚度的提高!其提高的幅度

与混凝土梁中的应力值有关#%

<&:

!

预应力钢铰线受拉后的刚度

将钢铰线的刚度加入到模型中'在压杆动力模

型的基础上考虑预应力钢铰线受拉后的刚度$即根

据受拉力的线弹性杆件的频率计算公式$反推出其

刚度
6

/

7

/

$然后将此刚度值加入到预应力梁中(

"D

)

%

预应力筋在均匀拉力作用下的运动微分方程

为'

>

3

(

&

3

$

(

*

$

<

3

(

&

3

)

(

"

)

!

"A

#

则由式!

"A

#可解出在拉力作用下预应力筋的第

+

阶振动频率'

%

5(

+

"

+

"

?

! #

-

(

>

$

-

<

-

!

"@

#

假设存在一种梁等效于在拉力作用下预应力筋

的模态性能$等效梁的自振频率为'

%

@(

+

"

+

"

?

! #

-

?

6

-

7

-

$

-

<

-

!

"B

#

由此得到其等效弯曲刚度'

6

-

7

-

"

?

-

+

! #

"

(

>

!

"*

#

所以预应力梁的总的弯曲刚度为'

6

3

7

3

"

6

5

7

5

*

?

-

+

! #

"

(

>

!

()

#

其中'

6

5

7

5

是混凝土梁和普通钢筋的弯曲刚度

之和$

?

-

是考虑预应力筋施加给混凝土梁压力$混

凝土梁被压缩后的长度%

将预应力钢铰线的等效弯曲刚度加到预应力混

凝土梁的压杆模型中$计算其预应力与频率变化的

关系$如表
(

所示'

表
;

!

考虑受拉钢铰线的等效刚度后梁频率值

0

"

Y'

计算值

A"

"

NF

试验值

A"

"

NF

误差"

[

计算值

A(

"

NF

试验值

A(

"

NF

误差"

[

) (B&!A! (B&!A )&)"" ""!&D(" "))&@" "(&@("

() (B&??B (B&!A )&!") ""!&??) ")(&A@ ")&?*)

?) (B&D!( (B&B! X"&)!( ""!&!D* ")!&)* *&*A"

A) (B&A"@ (*&!( X(&!*B ""!&(@B ")?&)@ B&B?B

B) (B&@)" (*&?B X(&A?! ""!&"*@ ")D&)D @&@DD

")) (B&@BD (*&A* X!&)?* ""!&""A ")D&D) @&("*

"() (B&BAB (*&B) X!&"(A ""!&)!? ")D&D! @&"""

!!

注'计算一阶频率时采用
6

-

7

-

"

!

?

-

&

#

(

>

$计算二阶频率时采用

6

-

7

-

"

!

?

-

(

&

#

(

>

%

由表
(

可以看出$考虑受拉钢铰线的等效刚度

后频率计算值仍然小于试验值$由此可知$混凝土受

压后其刚度也有所增加$从而导致预应力梁频率的

增加%

<&;

!

由于混凝土上施加压应力而增加的刚度

考虑了受拉钢绞线的等效刚度后频率试验值与

计算值的差别是由于混凝土受压后刚度的增加引起

的$预应力梁的截面尺寸在施加预应力前后并没有

变化$所以刚度的增加是由于混凝土受压后弹性模

量增加了$由于混凝土上施加预应力而导致的刚度

增加与截面上混凝土中的压应力有关$所以不能单

纯的考虑张拉力
0

对混凝土刚度的影响$应根据截

面中的压应力与抗压强度标准值的比值对混凝土的

?
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弹性模量进行修正%另外$梁截面中拉应力的存在

也影响着混凝土的弯曲刚度$由于截面中并没有出

现裂缝$其截面惯性矩
7

不发生变化$所以拉应力也

改变着预应力混凝土梁的弹性模量%因此预应力混

凝土梁的弹性模量与其截面上的拉*压应力有关%

令
$

"

"

'

5

A5Y

$

$

(

"

'

7;/T

A7Y

$则

6

(

"

6

5A

!

$

"

$

$

(

# !

("

#

其中'

'

5

"

0

<

为预应力梁截面的平均压应力

'

7;/T

"

0,=

(7

.

1=

(7

.

0

<

为预应力梁跨中截面上

由偏心矩引起的最大拉应力!

'

7;/T

为负值时不考虑

其对预应力混凝土梁刚度的影响$即将其值取为
)

#%

根据试验值与计算值的对等效弹性模量
6

U

与

$

"

$

$

(

之间的关系进行回归分析$同时考虑到剪切变

形及阻尼对高阶频率影响较大的因素$在混凝土的

等效弹性模量项中加入模态阶数的影响$得出其中

的函数关系式%

6

U

"

6

5

+

)B!

A

!

$

"

$

$

(

#

"

6

5

+

)B!

!

"

*

)B!"@$

"

*

)B""D$

(

.

)B""D$

(

(

#!

((

#

当
$

"

4

)B)(?!

$

6

U

"

6

5

其中'

+

为模态的阶数%

回归分析的拟合度水平如表
!

所示'

表
<

!

方差分析

方差

来源
自由度 平方和 均方和

0

值
显著性

水平
(

回归系数
( D&@A:\"B (&BB:\"B (*&B(DAA )&))!*D

残差
? !&BA:\"@ *&AD:\"A X X

总和
A A&"D:\"B X X X

从上表可以看出$回归分析结果的拟合度达到

了较高的标准$可以接受%

将!

()

#式代入到有限元的模型中$且用式!

((

#

中的等效弹性模量
6

U

代替
6

5

$得到'

&

;

4

:

"

2

3

)

67

#

8

4

#

8

:

K$

"

2

3

)

!

6

5

+

)B!

!

"

*

)B!"@$

"

*

)B""D$

(

.

)B""D$

(

(

#

7

5

*

?

-

+

! #

"

(

>

#

#

8

4

#

8

:

K$

!

(?

#

将!

(?

#式带入!

"?

#式对单元刚度矩阵进行修

改%利用修正后的模型计算试验梁的频率$并将其

与试验值进行比较$如表
?

所示%

表
=

!

修正后的
:

%

;

阶与试验值的比较

0

"

Y'

计算值

A"

"

NF

试验值

A"

"

NF

误差"

[

计算值

A(

"

NF

试验值

A(

"

NF

误差"

[

) (B&!A (B&!A )&)" ")(&(D "))&@" "&D!

() (B&DA (B&!A )&A* ")(&@? ")(&A@ )&)A

?) (B&@D (B&B! X)&(B ")!&(( ")!&)* )&"!

A) (*&"B (*&!( X)&?* ")?&DA ")?&)@ )&?@

B) (*&D" (*&?B )&)* ")D&DD ")D&)D )&?B

")) (*&@) (*&A* )&)( ")A&)! ")D&D) )&D"

"() (*&@D (*&B) X)&"B ")A&)( ")D&D! )&?A

"

阶频率计算值与试验值相比误差较小$最大

值为
)&A*[

$

(

阶频率的计算值与试验值的误差稍

大$最大差值有
"&D![

$而且是在预应力为
)

的时

候$这说明并不主要是预应力的影响造成了
(

阶频

率计算值的误差%而且
(

阶频率计算值随预应力增

加的变化趋势与试验值相同$表明本文中的修正方

法对
(

阶频率也是可行的%修正后的模型的振型计

算结果与图
!

*

?

*

D

所示的结果相同$表明对混凝土

弹性模量的修正与模态振型的计算结果无关%

=

!

结束语

通过有限元分析可知'传统的轴压模型计算出

的自振频率随预应力的变化趋势与试验结果得出的

频率变化趋势相反$因此该模型不能作为预应力梁

的动力计算模型%该文考虑了预应力筋受拉后刚度

的增加和混凝土受压后刚度的变化$通过与试验结

果的对比$对有限元模型的刚度矩阵进行了修正$修

正后的有限元模型计算预应力混凝土梁的自振频率

与试验值符合较好%
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