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摘　要：ＲＲ二应力不变量模型研究岩石局部化变形带角，得到的预测值与实验中测得的变形带角

随平均应力增加而增加的趋势以及随着最小压应力增加而减小的趋势都一致，但是得到的预测值

比实测数据略小。在ＲＲ二应力不变量模型基础上，通过增加洛德角作为第三应力不变量，选用更

加复杂的屈服条件，得到的三应力不变量模型，结合岩石真三轴实验，得到的预测值和实验数据关

联度更高。
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　　 局部化变形是地壳和岩石圈中普遍存在的主

要构造类型之一，可以在不同层次、不同类型下发

育，其尺度可从超显微的晶格位错到造山带或变质

基底，绵延几十公里宽和上千公里长。局部化变形

中剪切带通常是岩体断裂和失稳的前兆，常引起滑

坡等地质灾害，是引发地震的诱因；局部化变形压缩

带由于可以明显降低岩石的渗透性能，起到岩层中

流体流动的管道或者障碍作用［１２］，在石油和天然气

的储藏和输运［３］、含水层的管理和二氧化碳的地质

储存方面［４］都有很高的利用价值，可以带来很好的

经济、环境和社会效应。由于岩石局部化变形与石

油开采以及一些突发性灾害有密切联系，因而受到

广泛关注，一直以来都是岩石力学、岩石物理和本构

模型研究的热点之一［５］。

最初的变形带角预测理论是摩尔库伦准则，由

于其不考虑中主应力对岩石变形的影响，因此得到

广泛的应用。但是这种不依赖于中间主应力的预测

不能解释实验中得到的变形带角在轴对称拉伸状态

和轴对称压缩状态不同的现象。Ｒｕｄｎｉｃｋｉ和 Ｒｉｃｅ

（１９７５）在 Ｈａｄａｍａｒｄ（１９０３）、Ｍａｎｄｅｌ（１９６６）、
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Ｔｈｏｍａｓ（１９６１）和Ｈｉｌｌ（１９６２）的研究基础上，发展了

基于塑性力学的局部化分叉分析，建立了从均匀变

形中分化的非单一或分叉模型，研究岩石中的局部

化变形，但是其预测得到的变形带角值比实测值略

小，而且关联度不高。该文在ＲＲ二应力不变量模

型基础上，增加洛德角作为第三应力不变量，选用更

加复杂的屈服条件，得到三应力不变量模型，结合岩

石真三轴实验数据，得到的预测值和实验数据关联

度更高，且有随平均应力增加而增加的趋势以及随

着最小压应力增加而减小的趋势都一致。用分叉理

论研究高孔隙岩石的局部化变形，对于理解和认识

地壳的变形规律以及地壳中发生的各种地质作用过

程、整个岩石圈构造及全球构造动力学方面具有重

要的理论与实际意义。同时，它使岩石物理学家深

刻地体验和认识到地质作用和地壳变形过程与岩石

本构模型的密切关系，启示人们如何将岩石本构关

系运用于研究实际的地质作用和地壳变形过程［６］。

１　破坏角预测犚犚理论

ＲＲ理论认为岩石局部化变形是均质变形的一

个分叉［７］，给出了一种关于高孔岩石局部化变形破

坏角预测的普通形式（率无关，弹性各向同性）的非

弹性本构方程，包括了一个光滑的屈服面（屈服面是

发生弹性变形的边界）和塑性势面（给出了应力空间

中塑性增量的方向）［８］。

屈服面是纯弹性应力状态的边界，塑性势是关

于应力的偏导数为塑性应变增量的方向。如果Ｆ和

Ｇ相等，则称流动法则
［９］与屈服面相关，并且塑性增

量的方向与屈服面垂直。从实际观测中可知，这种

情况只在金属材料中出现，而在岩土或者其他颗粒

状物质材料中不会出现［１０］。所以一般情况下，两者

不相等。应力空间中非弹性应变增量的方向和塑性

势面犘ｉｊ＝犌／σｉｊ的法线方向一致，屈服面的法线

是犙ｉｊ＝犉／σｉｊ，和塑性势的法线方向不一致
［１１］。

作为结论，屈服面和塑性势法线方向的偏斜张量部

分是一样的，即犘ｉｊ＇＝犙ｉｊ＇，撇代表偏斜张量部分，而

且犌τ＝犉τ，犌θＬ ＝犉θＬ 。

ＲＲ理论得到的预测带角是一种基于二不变量

模型的表达式，依赖的２个应力不变量为：平均正应

力σ＝－（σ１＋σ２＋σ３）／３和 Ｍｉｓｅｓ等价应力τ＝

狊ｋｌ狊ｋｌ／槡 ２，其中狊ｉｊ＝σｉｊ－（σｋｋ／３）δｉｊ是应力的偏部

分，由此得到的变形带角预测公式是：

θＲＲ ＝
π
４
＋
１

２
ａｒｃｓｉｎα （１）

其中，

α＝
（２／３）（１＋ν）（β＋μ）－（狊２／τ）（１－２ν）

４－３（狊２／τ）槡
２

（２）

式（２）中，ν为泊桑比，μ＝－３犳′（σ）为屈服面的

斜率；β＝－３犵′（σ）为膨胀系数，等于体积应变（膨

胀为正）的塑性增量与剪切应变的塑性增量的比值；

狊２ 是第二偏应力不变量，与洛德角θ的关系是狊２／τ

＝２ｓｉｎθ／槡３。

利用 以 上 二 应 力 不 变 量 模 型 对 Ｍｏｇｉ的

Ｄｕｎｈａｍ白云岩
［１２１３］以及Ｈａｉｍｓｏｎ的砂岩真三轴实

验数据［１４］进行研究，预测得到的结果虽然与固定最

小压缩应力情况下，变形带角随平均正应力增加而

增加的趋势以及随着最小压应力增加而减小的趋势

都一致，但是得到的变形带角值比实测值略小，而且

关联度不高（如图１）。

图１　预测数据（实心）和犇狌狀犺犪犿白云岩

实验数据（空心）比较

２　三应力不变量屈服面表达式

根据图１，可以看出预测值与实验中测得的变

形带角随平均应力增加而增加的趋势以及随着最小

压应力增加而减小的趋势都一致，但是得到的预测

值比实测数据略小。这就需要选用更加复杂的弹塑

性本构模型和屈服条件来改进预测，提高预测值与

实测值之间的关联度。根据经典塑性力学［１５］，选用

一般形式的三应力不变量屈服面，其表达式为：

犉（τ，σ，θ）＝－
４

槡２７犃ｓｉｎ（３θ）（
τ
τ０
）３＋（

τ
τ０
）２－１＝０

（３）

其中：０≤犃≤１

如 果 令 τ０ ＝－σ （犽ＬＤ－２７）／犽槡 ＬＤ／３，犃 ＝

（犽ＬＤ－２７）／犽槡 ＬＤ 代入（３）式就会得到Ｌａｄｅ－Ｄｕｎｃａｎ屈

服面法则［１６］；当令τ０ ＝－σ （犽ＭＮ－９）／（犽ＭＮ－３槡 ）／３，

犃＝ ３犽２ＭＮ（犽ＭＮ－９）／（犽ＭＮ－３）槡
３ 则得到 Ｍａｔｓｕｏｋａ－
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Ｎａｋａｉ屈服面法则
［１７］。

３　三应力不变量模型

当确定岩石局部化变形破坏角预测理论时，最

重要的是定义描述屈服面和塑性势面的表达式。屈

服面是导致弹性或非弹性变形应力状态的边界；塑

性势是与非弹性塑性增量向量垂直的面。屈服面控

制由加载导致的非弹性应变增量的大小，塑性势控

制非弹性应变增量的方向。一旦屈服面和塑性势面

的表达式确定，根据经典塑性力学，一种相容条件和

流动法则用来确定控制材料变形行为的应力－应变

关系。应力－应变关系的获得依赖于初始假设的屈

服面和塑性势面的表达式。因此，需要首先考虑对

屈服面和塑性势面有影响的各种因素［１８１９］。

在Ｒｕｄｎｉｃｋｉ和Ｒｉｃｅ（１９７５）二应力不变量模型

中，由于把β和μ看做一个整体作为参数进行预测，

影响了预测结果的精确程度。Ｍｏｇｉ试验中测得的

破坏应力的方向和３个主应力都有关，这表明基于

应力不变量的预测要优于基于主应力自身的预

测［１９］。该文选用增加一个应力不变量：洛德角θ＝

１

３
ａｒｃｓｉｎ（－

槡２７犑３
２τ

３
）

其中，犑３ ＝ｄｅｔ（狊ｉｊ）是偏应力狊ｉｊ＝σｉｊ－（σｋｋ）δｉｊ

的第三不变量［２０２１］到犚犚 二不变量模型中，建立三

应力不变量模型。则屈服面和塑性势面的表达式

为：

犉（σ，τ，θ）＝０ （４）

犌（σ，τ，θ）＝０ （５）

屈服面的法线方向是：

犙ｉｊ＝
犉

σｉｊ
＝犉τ

τ
σｉｊ
＋犉σ

σ
σｉｊ
＋犉θ

θ
σｉｊ

（６）

其中：

θ／σｉｊ＝－１／τ 槡３（狊ｉｋ狊ｋｊ－２δｉｊτ
２／３）／（２τ

２ｃｏｓ３θ）｛ ＋

ｔａｎ３θ狊ｉｊ／２｝ττ／σｉｊ＝狊ｉｊ／τ，σ／σｉｊ＝δｉｊ，犑３／σｉｊ＝狊ｉｋ狊ｋｊ

－２δｉｊτ
２／３

因此（６）式变为：

犙ｉｊ＝犉τ
狊ｉｊ
２τ
＋犉σδ犻犼＋

犉θ
１

τ
槡３（狊ｉｋ狊ｋｊ－２δｉｊτ

２／３）

２τ
２ｃｏｓ３θ

＋ｔａｎ３θ
狊ｉｊ
２｛ ｝τ （７）

因为屈服面和塑性势法线方向的偏斜张量部分

是一样的，即犘ｉｊ′＝犙ｉｊ′，所以得到：

犉τ＝犌τ，犉θ＝犌θ （８）

因此，屈服面函数和塑性势的函数只存在犉σ 和

犌σ的区别，计算２犙′ｉｊ犙′ｉｊ得到：

２犙′ｉｊ犙′ｉｊ＝犉
２
τ＋（犉θ／τ）

２ （９）

接下来用犘ｋｋ／２ 犙′ｉｊ犙′ｉｊ／槡 ２、犙ｋｋ／２ 犙′ｉｊ犙′ｉｊ／槡 ２

和犙′２／２ 犙′ｋｌ犙′ｋｌ／槡 ２分别替换式（２）中的β、μ和

狊２／τ，然后结合式（８）和（９）得到三应力不变量模型

的变形带角预测公式：

α＝
槡３（１＋狏）ｃｏｓφ（犉σ＋犌σ）－（１－２狏）ｓｉｎ（φ＋θ）犉τ

槡３犉τｃｏｓ（φ＋θ）

（１０）

其中φ＝ａｒｃｔａｎ（犉θ／τ犉τ）是偏平面内屈服面的

法线方向与径向矢量的夹角。

４　实例验证

在该节，用屈服条件（３）和三应力不变模型（１０）

研究 Ｍｏｇｉ的轴对称拉伸、压缩实验得到的Ｄｕｎｈａｍ

白云岩数据以及 Ｈａｉｍｓｏｎ的砂岩真三轴实验数据，

得到岩石局部化变形破坏角的预测值，与实验测得

数据进行比较。由于关于岩石屈服面演变的数据很

少，这里选用的岩石破坏数据大致上和处于应力应

变曲线的峰值数据一致。

图２　犇狌狀犺犪犿白云岩轴对称压缩和拉伸的

τ－σ关系图，τ是 犕犻狊犲狊等效应力，σ是平均正应力。

犃犆代表轴对称压缩，犃犈代表轴对称拉伸。

图２是关于Ｄｕｎｈａｍ白云岩轴对称拉伸和压缩

的τ－σ图。压缩和拉伸的拟合直线斜率不同表明

了变形带角对洛德角θ的依赖。轴对称压缩时，τ由

狋ＡＣτ０（σ）给出，狋ＡＣ是当θ＝
π
６
时式（８）的根。同样，

轴对称拉伸时，τ由狋ＡＥτ０（σ）给出，狋ＡＥ是当θ＝－
π
６

时式（８）的根。线性变化表示把 Ａ 取为常量和

τ０（σ）为线性是足够的：

τ０（σ）＝τ００＋τ０１σ （１１）
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其中τ００ 和τ０１ 是图３中轴对称压缩数据除以

狋ＡＣ 直线的截距和斜率。选择犃＝０．６，则狋ＡＣ／狋ＡＥ 的

值和图１中２条直线斜率的比值相等。

图３是 Ｍｏｇｉ设计的Ｄｕｎｈａｍ白云岩轴对称实

验数据以及 Ｈａｉｍｓｏｎ的砂岩真三轴实验数据。真

三轴实验是先给岩石样本施加同样的静水压力σ１ ，

然后增大其中２个到σ２＝σ３ ，最后增大σ３至发生破

坏。图３中的直线表示了犃 ＝０．６时的轴对称压

缩、拉伸和纯剪应力状态的预测值。虽然τ０（σ）由

轴对称压缩的数据固定，但是轴对称拉伸的截距比

实验测得数据稍大，也就是说，轴对称拉伸的点在图

３中的线的下方。

图３　 犇狌狀犺犪犿白云岩轴对称实验数据以及犎犪犻犿狊狅狀的

砂岩真三轴实验数据的τ－σ图。直线是犃＝０．６和θ

分别等于π／６，０，和 －π／６时的预测拟合线

图４是 Ｍｏｇｉ轴对称压缩和拉伸实验测得的变

形带角与平均正应力以及线性拟合直线图。式（１０）

中的犉τ和犉θ可以通过（８）很容易得到。犃＝０．６，那

么只有τ０ 依赖于σ，则有：

图４　犇狌狀犺犪犿白云岩实验测得的变形带角和平均

正应力关系图，“×”代表轴对称拉伸实验数据，

“＋”代表轴对称压缩实验数据

犉σ＝
１

τ０

ｄτ０
ｄσ
［（τ
τ０
）２－３］ （１２）

其中τ
τ０
的比值依赖于θ。式（１０）中的犌σ 不知

道，但是可以由轴对称压缩和拉伸实验中测得的变

形带角连同ｄτ０
ｄσ
求得。换句话说，用式（１０）和图４

中线性拟合的变形带角数据可以得到２个线性方程

来解得犌σ和
ｄτ０
ｄσ
，结果在图５中显示。根据

ｄτ０
ｄσ
和σ

的推断和图２中显示的线性变量τ０（σ）不一致，这些

差异是由于前面提到的用破坏的数据近似作为屈服

面变量的原因。

图５　式（１０）结合图４中的轴对称压缩和拉伸数据拟

合线推导出的犱τ０／犱σ和τ０犌／σ得变化曲线

图６比较了作为洛德角θ函数的变形带角预测

值和观测值，关联度很好达到了０．９３。图７比较了

作为平均正应力函数的变形带预测值和观测值，注

意到预测值大体上与变形带角随着中间主应力的增

加而增加，随着平均压应力的增加而减小的趋势一

致。

图６　预测值（实心）和观测到的变形带角

（方格）比较，横轴是洛德角
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图７　同于图６，横坐标为平均正应力σ

５　结论

真三轴实验的数据提供了研究岩石三维形式本

构关系的机会。轴对称压缩和拉伸实验可用用来推

断偏应力和平均应力的行为。通过选用较为复杂的

屈服面形式，结合Ｒｕｄｎｉｃｋｉ和Ｒｉｃｅ（１９７５）二应力不

变量模型，得到了三应力不变量岩石局部化变形破

坏角预测模型。用基于三不变量模型的分叉理论预

测变形带角是对基于二不变量模型的改进。用得到

的模型分析了 Ｍｏｇｉ的 Ｄｕｎｈａｍ 白云岩轴对称拉

伸、压缩实验以及Ｈａｉｍｓｏｎ砂岩真三轴实验得到的

数据，得到的预测值和实验测得的值进行了对比，发

现预测值和实验测得数据吻合很好。

在最近的研究中，Ｏｌｓｓｏｎ和Ｈｏｌｃｏｍｂ用声发射

技术来追踪压缩带变形的形成和发生，结论可以用

来识别局部化变形的开始以及决定局部化变形初期

的材料参数值，这些值可以用来评价局部化变形的

预测，提供改良模型的机会［２３２４］。但是由于岩石是

一种复杂的自然地质体。在漫长的地质年代里，岩

石经历了结晶过程的演化、高温高压的影响、以及各

种地质营造力的作用，造成了岩石在结构和构造上

都有极其复杂的特性，因而给岩石各种物理力学性

质的深入研究带来了难题。进一步的实验可以很好

的验证现有的理论研究，岩石材料局部化变形前后

相关的平均应力，以及中主应力和最大、最小主应力

都需要发展本构方程来研究。因此决定怎样应用现

有的实验数据和理论去研究、模拟和预测现场中的

岩石局部化变形带形成给广大科研工作者提供了很

多研究机会。

致谢：在该文成文过程中，美国西北大学合作导师

ＲｕｄｎｉｃｋｉＪＷ 给予了很大的支持和悉心的理论指

导，特此表示感谢！
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