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摘　要：在工程实践中，直墙拱应用较多。由于拱脚位移的存在，合理假设拱脚约束为转角约束、竖

向约束和水平弹性约束，应用力法推导出了在弯矩、剪力和轴力共同作用下直墙拱沿弧长的弯矩公

式。研究了竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向集中力荷载作用下，直墙拱沿弧长的弯矩分布及

反弯点形成的规律；发现在３种荷载作用下，使得拱脚弯矩为零时的圆心角依次减小。取弹簧支座

刚度为等效的下端固支、上端允许水平位移的直墙的抗推刚度，得出了随着直墙高度增加，圆弧拱

拱顶弯矩增大而拱脚弯矩减小的变化规律。在直墙拱的设计中，建议选取合适的直墙高度和使得

圆弧拱拱脚弯矩为零的圆心角大小，从而有利于提高结构抗弯承载力及拱脚抗剪承载力。
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　　拱结构是常用的结构形式之一，特别是在隧道、

地下洞室中，由于其较好的传力路径、较高的受弯承

载力，得到了广泛的应用。

学者们对不同支承形式、不同受力特点圆弧拱

的力学性能开展了一系列深入的研究工作。夏桂云

等［１］指出大曲率深拱中，剪切变形不可忽略，进而研

究了考虑曲率、剪切变形的大曲率圆弧深拱平面弹

性稳定性；杨永华等［２］给出了固支形式下圆弧拱弯

扭屈曲荷载的理论解，指出径向均布荷载作用下，屈

曲荷载随着圆心角的增大而逐渐减小；ＰｌａｕｔＲ．等
［３］

研究了拱脚转动约束的正弦拱在竖向均布荷载作用

下的临界屈曲荷载，其转动约束的扭转刚度随支座

的水平推力可线性变化；Ｂｒａｄｆｏｒｄ等
［４］研究了水平

弹性支承的轴压抛物线拱在竖向均布荷载作用下的

稳定问题；杨洋等［５６］用水平弹簧等效替代支承于其

它构件上的拱脚支座约束，研究了钢拱的平面内极

限承载力、弹性屈曲等；周健南等［７８］针对不同拱结

构形式，给出了动荷载动力系数的确定方法，从而推

导出了不同荷载作用下拱形结构内力计算公式，并

给出了不同荷载作用下震后结构抗动载能力评估

方法。

在工程实践中，直墙拱应用广泛，陈海龙等［９］的

试验研究表明，由于直墙不是完全刚性的，在竖向爆

炸荷载作用下，直墙会产生侧向位移；李平［１０］通过

荷载结构法和有限元法对圆拱直墙隧道结构进行

计算，发现结构最大位移集中在拱圈位置。在这一

类的直墙拱中，拱脚的支承形式不能简单假设为固

支或者简支。传统结构力学方法计算时，拱脚按照

固端无铰拱考虑，同时考虑拱脚位移的影响［１１１２］，为

此，可以假设拱脚处为转角约束、竖向约束以及水平

弹性约束。目前，针对这类支承约束假设的研究较

少，本文主要针对此种约束下，建立水平弹簧刚度的

近似计算方法、理论分析不同受力形式下圆弧拱弯

矩反弯点的分布规律，为直墙圆拱的合理设计提供

依据，也为深入分析直墙圆拱的极限承载力与稳定

性奠定基础。

１　圆弧拱内力计算

在直墙圆弧拱的受力分析中，主要关心圆弧拱

部分的力学行为，为了简化计算，可以只取圆弧拱部

分进行计算，将圆弧拱拱脚约束合理假设为转角约

束、竖向约束以及水平弹性约束，如图１所示。

图１　结构简图

犉犻犵．１　犜犺犲狊狋狉狌犮狋狌狉犲犱犻犪犵狉犪犿

该结构为一等截面滑移弹簧支座圆弧拱，截面

为犫×犺的矩形，拱的圆心角为２φ０，半径为犚，分别

承受竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向集中力

荷载作用。

结构为三次超静定对称结构，取其一半并应用

力法［１３］解其未知力，取消拱顶处转角约束、竖向约

束和拱脚处水平弹簧约束，计算简图如图２所示。在

对称荷载作用下，拱顶处的反对称未知力犡３ 为零。

竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向集中力荷载

作用下，结构基本体系如图３所示。

图２　计算简图

犉犻犵．２　犜犺犲犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犱犻犪犵狉犪犿

力法方程为

δ１１犡１＋δ１２犡２＋Δ１犘 ＝０

δ２１犡１＋δ２２犡２＋Δ２犘 ＝０ （１）
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图３　不同荷载作用下基本体系

犉犻犵．３　犜犺犲犫犪狊犻犮狊狔狊狋犲犿狌狀犱犲狉狋犺犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋犾狅犪犱狊

对于矢跨比较小的圆弧拱，剪力、轴力对结构变

形的影响不能忽略，这里考虑弯矩、剪力、轴力共同

作用，有

δ犻犼 ＝∫
犕犻·犕犼
犈犐

ｄ狊＋∫
犽０犉犙犻·犉犙犼
犌犃

ｄ狊＋

∫
犉犖犻·犉犖犼
犈犃

ｄ狊 （２）

式中：犽０ 为切应变截面形状系数。

由于水平弹簧（弹簧刚度为犽）的影响，系数

δ２２ ＝δ２２′＋δ２２″＝δ２２′＋１／犽。

解力法方程，求出多余未知力

犡１ ＝－
Δ１犘δ２２－Δ２犘δ１２

δ１１δ２２－δ
２
１２

犡２ ＝ －
Δ２犘δ１１－Δ１犘δ１２

δ１１δ２２－δ
２
１２

（３）

　　承受竖向均布荷载狇的作用，任一点弯矩方

程为

犕 ＝犡１＋犡２（犚－犚ｃｏｓφ）－
１

２
狇犚

２ｓｉｎ２φ （４）

　　承受竖向三角形荷载狇（狓）的作用，任一点弯矩

方程为：

犕 ＝犡１＋犡２犚（１－ｃｏｓφ）－

狇犚
２ｓｉｎ２φ

１

２
－
ｓｉｎφ
６ｓｉｎφ（ ）０ （５）

　　承受竖向集中力荷载犉的作用，任一点弯矩方

程为

犕 ＝犡１＋犡２（犚－犚ｃｏｓφ）－
犉犚ｓｉｎφ
２

（６）

２　等效弹簧刚度计算

弹簧支座刚度为等效直墙的抗推刚度，取下端

固支、上端允许水平位移的直墙计算等效弹簧支座

刚度犽，如图４所示。

图４　等效弹簧刚度计算简图

犉犻犵．４　犜犺犲犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犱犻犪犵狉犪犿狅犳犲狇狌犻狏犪犾犲狀狋狊狆狉犻狀犵狊狋犻犳犳狀犲狊狊

直墙高为犔，截面同圆弧拱截面，材料相同，计

算如下：

忽略竖向轴力，在水平力犡２ ＝１作用下，未知力

犡１′＝犔／２，所以在犡２＝１作用下，上端水平位移为

Δ＝
１

犈犐∫
犔

０

（狔－
犔
２
）２ｄ狔＋

犽０
犌犃∫１ｄ狔＝

犔３

１２犈犐
＋
犽０犔

犌犃

（７）

　　所以，等效弹簧支座刚度犽为

犽＝
１

Δ
＝

１

犔３

１２犈犐
＋
犽０犔

犌犃

（８）

３　算例分析

３．１　算例

取圆弧拱跨度不变，犇 ＝２０ｍ；矢高犳随着圆

弧拱圆心角２φ０ 变化，矢跨比
犳
犇
＝
１－ｃｏｓφ０
２ｓｉｎφ０

；半径

犚＝
犇

２ｓｉｎφ０
；截面高度犺＝０．８ｍ。

对于矩形截面，有犃＝
１２犐

犺２
，切应变截面形状系

数犽０ ＝１．２；取
犈
犌
＝
８

３
，得

犈犐δ犻犼 ＝∫犕犻·犕犼ｄ狊＋
４犺２

１５∫犉犙犻·犉犙犼ｄ狊＋
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犺２

１２∫犉犖犻·犉犖犼ｄ狊 （９）

　　取直墙高度犔＝５ｍ，矩形截面犺＝０．８ｍ，则

有犽＝
犈犐
１１．２７

。

跨度一定时，不同圆心角的直墙拱结构形式，如

图５所示。

图５　跨度一定时不同圆心角的直墙拱结构

犉犻犵．５　犜犺犲狊狋狉犪犻犵犺狋狑犪犾犾犪狉犮犺狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犮犲狀狋狉犪犾犪狀犵犾犲狑犻狋犺犮犲狉狋犪犻狀狊狆犪狀

３．２　弹簧刚度的影响

如上所述，弹簧刚度是等效直墙的抗推刚度，在

直墙截面、材料参数不变的情况下，直墙高度犾越

小，等效刚度越大；当直墙高度犾趋近于零时，等效刚

度趋近于无穷大，此时拱脚相当于固支。不同直墙高

度时，竖向均布荷载作用下，半圆拱（２φ０＝１８０°）沿

弧长弯矩分布如图６所示。

图６　不同弹簧刚度时沿弧长弯矩分布图

犉犻犵．６　犜犺犲犿狅犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犪犾狅狀犵狋犺犲

犪狉犮狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犲犾犪狊狋犻犮狊狋犻犳犳狀犲狊狊

从图６可看出，不同的弹簧刚度（不同的直墙高

度）对沿弧长弯矩分布有较大影响：当直墙较低时，

抗推刚度较大，水平弹性约束较强，拱脚位移较小，

趋向于拱脚固支（直墙高度为０）；当直墙较高时，水

平弹性约束较弱，半圆拱的拱顶、拱脚弯矩异号，即

沿弧长弯矩分布形式发生变化。

计算表明：直墙高度与圆拱半径比值犔／犚≤

０．３３３５时，半圆拱拱顶、拱脚弯矩与拱脚固支时拱

顶、拱脚弯矩值相差均在１０％以内，此时可以忽略

弹簧刚度的影响；直墙高度与圆拱半径比值犔／犚≥

０．４６９４时，半圆拱拱顶、拱脚弯矩与拱脚固支时拱

顶、拱脚弯矩值相差均超过２０％，不可忽略弹簧刚

度的影响；随着直墙高度与圆拱半径比值的增大，半

圆拱拱顶、拱脚弯矩与拱脚固支时拱顶、拱脚弯矩值

相差增大；当直墙高度与圆拱半径比值犔／犚≥

０．９０１９时，半圆拱的拱脚弯矩变为负值，拱顶与拱

脚弯矩异号，弯矩分布形式发生改变。

３．３　不同荷载不同圆心角时沿狓轴弯矩分布

圆弧拱圆心角２φ０ 分别为４０°、８０°、１２０°、１６０°

时，分别承受竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向

集中力荷载的作用，其弯矩沿狓轴分布如图７所示。

图７　不同荷载不同圆心角时沿狓轴弯矩分布图

犉犻犵．７　犜犺犲犿狅犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犪犾狅狀犵狋犺犲狓犪狓犻狊狑犻狋犺

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮犲狀狋狉犪犾犪狀犵犾犲狊狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋犾狅犪犱狊
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３．４　拱脚弯矩为零时的圆心角

对于地下直墙拱结构，在地震、爆炸等动荷载作

用下，结构可能因开裂而导致承载力降低，相关研究

表明，拱结构拱脚处由于开裂，承载力将降低５０％

以上［７］。

因此，科学合理的结构设计应避免在拱脚位置

出现弯曲拉应力而导致拱脚混凝土开裂。拱脚弯矩

为零在结构设计中的重要工程应用价值和意义在于

该位置不产生弯曲拉应力，可抑制拱脚混凝土开裂，

确保拱脚截面的抗剪强度。

利用弯曲拉应力和轴向压力以及混凝土抗拉强

度，建立拱脚的开裂准则［１４］：

σｃ＝
犕
犠０

＋
犖
犃０
≤犳ｔ （１０）

式中：σｃ为受拉边缘混凝土的应力；犠０ 为受拉边缘

的截面抵抗矩；犃０ 为换算截面积；犕 为弯矩；犖 为轴

力；犳ｔ为混凝土的抗拉强度。

当受拉侧弯矩犕 较小或者为零时，拉应力较小

或者为负值，此时的σｃ远小于混凝土抗拉强度犳ｔ，截

面不开裂，拱脚的抗剪承载能力不减弱。

当圆心角较小时，拱顶、拱脚弯矩异号；当圆心

角较大时，拱顶、拱脚弯矩同号；所以对某一算例，存

在一个圆心角角度，使拱脚弯矩为零。对于该算例，

对应于竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向集中

力荷载，使得拱脚弯矩为零的圆心角分别为２φ０ ＝

１４２°、２φ０ ＝１３１°、２φ０ ＝１１７°，其沿弧长弯矩分布如

图８所示：

图８　 拱脚弯矩为零时沿狓轴弯矩分布图

犉犻犵．８　犜犺犲犿狅犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犪犾狅狀犵狋犺犲狓犪狓犻狊

狑犺犲狀狋犺犲狊犽犲狑犫犪犮犽犿狅犿犲狀狋犻狊狕犲狉狅

３．５　 讨论

由图７可以看出，拱顶处（狓＝０）弯矩为正，内

侧受拉；随着坐标狓的增大，从拱顶向拱脚，沿弧长

弯矩减小，直至为负，此时拱脚外侧受拉（如图７中

圆心角２φ０ ＝４０°、８０°时），在弧长范围内存在一个

反弯点，且正负弯矩的绝对值最大值相差较大，不利

于结构承载；当圆心角２φ０ 继续增大时，拱脚弯矩又

变为正值，即拱脚内侧受拉（如图７中圆心角２φ０＝

１６０°时），在弧长范围内存在两个反弯点，且正负弯

矩的绝对值最大值相差不大，有利于结构承载。

随着圆心角２φ０ 的变化，拱顶、拱脚弯矩从异号

变为同号，所以存在一个圆心角角度，使得拱脚弯矩

为零，这时能够避免拱脚混凝土截面因受拉而开裂，

有利于保证截面的抗剪承载能力。由图８可以看出，

对于不同的荷载形式，拱脚弯矩为零的圆心角各不

相同，且对于竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向

集中力荷载，圆心角依次减小。

比较图７中同一荷载作用下不同圆心角（矢跨

比）时弯矩最大值可以发现，圆心角较小（矢跨比较

小）时，拱顶、拱脚处弯矩绝对值均较大；随着圆心角

的增大（矢跨比增大），拱顶、拱脚处弯矩明显减小。

另外，计算所得的使得拱脚弯矩为零的圆心角角度

在１２０°附近或者１２０°与１６０°之间，而从图７可以看

出圆心角为１２０°和１６０°时，弯矩沿弧长范围内变化

不大，只在拱脚处有所不同。因此，拱结构跨度及所

受荷载确定时，应尽量选取使得拱脚弯矩为零的圆

心角角度，有利于提高结构抗弯承载力及拱脚抗剪

承载力。

由于拱脚水平位移的存在，使得拱脚弯矩形式

发生了变化，对圆弧拱的破坏形式有一定影响；选取

合适的直墙高度，亦即合适的等效弹簧刚度，可以使

得圆弧拱沿弧线最大正负弯矩大小相当，有利于结

构承载。该结论对于工程建设中高边墙拱结构的合

理设计具有重要的工程应用价值。

４　结论

１）假设拱脚有转角约束、竖向约束和水平弹性

约束的情况，理论推导了弯矩、剪力、轴力共同作用

下，圆弧拱沿弧长弯矩公式。

２）圆弧拱圆心角较小时，沿弧长范围内只存在

一个反弯点，最大正负弯矩值相差较大；圆弧拱圆心

角较大时，沿弧长范围内存在两个反弯点，最大正负

弯矩值大小相当。

３）对于竖向均布荷载、竖向三角形荷载和竖向

集中力荷载，使得拱脚弯矩为零的圆心角依次减小。

４）水平弹簧刚度对沿弧长弯矩分布有较大影

响，在一定范围内随着弹簧刚度的减小，拱顶弯矩增

大，拱脚弯矩减小。
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５）选取合适的直墙高度和使得圆弧拱拱脚弯矩

为零的圆心角大小，有利于提高结构抗弯承载力及

拱脚抗剪承载力。
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