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各向异性砂土剪切带角度的理论分析

李学丰，袁　琪，马文国
（宁夏大学 固体力学研究所，银川７５００２１）

摘　要：针对平面应变条件下各向异性砂土剪切带角度的试验规律，采用传统的３种理论和分叉理

论进行对比分析。将平面应变条件下剪切带角度的试验结果按照传统３种理论整理发现，尽管传

统３种理论可以估算同种砂剪切带角度的极小、中间和极大值，但无法解释其各向异性规律。砂土

在平面应变条件下破坏时会产生明显的剪切带，当剪切带方向和砂土沉积面方向接近时，会较早诱

发剪切带的产生，使材料强度降低，造成了平面应变条件下各向异性强度规律明显不同于常规三轴

条件下的试验规律，采用分叉理论结合各向异性模型则可以有效解释这个规律。随砂土沉积面角

度的变化，模型可以从细观角度解释常规三轴条件下剪切带角度的单调变化的试验规律，结合分叉

理论可以描述平面应变条件下其先减小然后增大的规律。通过几种理论对比分析表明，模型结合

分叉理论不但能够描述多种应力状态下的平面应变和常规三轴应力条件下剪切带角度表现的不同

规律，而且能够从细观角度解释其各向异性成因。
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　　剪切带是土体变形破坏的常见现象，它直接导

致岩土材料强度降低、承载力下降。剪切带与土体

的薄弱点或应力集中点有关，在荷载作用下，土颗粒

沿该点定向排列，逐步扩展成贯通的破坏带。数学

上解释为：可将土体物理特性视为一个复杂的非线

性系统，当满足某些临界条件时，土体均匀变形模式

发生分叉，取而代之的是不均匀变形模式。

剪切带形成机理一直困扰着岩土工作者。最初

Ｒｏｓｃｏｅ等
［１］的单剪试验把剪切带归因于某种边界

条件下的特有现象，与土性无关。后来研究发现：即

使改进试验仪器和优化试验方法，也无法避免剪切

带的产生，它是特定应力条件下（如平面应变条件

下）土体必然出现的破坏形式。而且剪切带形成前

后土体的变形机理明显不同，形成前趋于均匀变形，

形成后则为剪切带的局部化变形为主。其变形的深

层机理与土体细观特性密切相关。

砂土细观特性影响了剪切带形式、厚度和倾角。

ＮｅｍａｔＮａｓｓｅｒ等
［２］对剪切带内外变形的定量研究

发现：剪切带中心的剪应变高于带外数十倍，并导致

了带内很高的孔隙比；Ａｌｓｈｉｂｌｉ等
［３］研究表明：剪切

带厚度大约为９．６～１０．６３倍粒径，且随密度增加而

增加；Ｆｒａｎｃｅｓｃｏ等
［４］用三维Ｘ射线技术对 Ｏｔｔａｗａ

砂分析认为：剪切带厚度约为１２～１３倍的颗粒直

径；剪切带倾角方面，Ｆｉｎｎｏ等
［５］采用立体摄影技术

检测到平面应变条件下饱和松砂剪切带角度约为

５５°～６５°。Ｖａｒｄｏｕｌａｋｉｓ等
［６］的试验表明：剪切带角

度在细砂中为６２．５°，中砂中为６０．１°；Ａｂｅｌｅｖ等
［７］

用改进的真三轴试验表明：在中主应力系数为０时，

没有观测到剪切带，剪切带的形成主要在中主应力

系数为０．２～０．８的区间；更难解释的是剪切带各向

异性规律，如 Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］、Ｏｄａ等

［９］和 Ｙｏｓｈｉｄａ

等［１０］诸多学者的大量平面应变试验表明：激光斑纹

法观测的剪切带角度表现了明显的各向异性规律，

即随砂土沉积面角度在０°～９０°范围内的变化，倾角

先减小，然后增大。当砂土沉积面方向和大主应力

方向夹角为５６°～６７°，剪切带角度最小，此时沉积面

和剪切带的方向接近。这与三轴试验条件下观测到

强度单调变化规律完全不同。如果用传统预测理论

描述，当沉积面方向和大主应力方向一致时，剪切带

角度与 ＭＣ（ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ）理论值接近；当沉积面

方向和大主应力方向夹角为５６°～６７°，剪切带角度

与Ｒｏｓｃｏｅ理论接近。平面应变和三轴试验条件下

出现了不同规律，相同的试验条件下不同沉积角度

试样的剪切带角度需要不同理论解释，这是传统理

论描述各向异性剪切破坏规律的难点。

针对以上问题，陈立平等［１１］结合砂土细观机理

做了研究，宋飞等［１２］也做了实验研究。笔者针对砂

土剪切带试验规律，基于笔者在砂土宏细观各向异

性力学特性［１３１４］和应变局部化［１５］方面工作，在本文

中提出了理论预测砂土剪切带角度的方法，采用传

统的ＭＣ理论、Ｒｏｓｃｏ理论和Ａｒｔｈｕｒ等理论对各向

异性砂土剪切带角度规律进行归纳总结，分析几个

理论的特点；然后用基于细观组构张量建立的各向

异性模型［１５］结合分叉理论预测各向异性砂土剪切

带角度，从细观角度解释当砂土沉积面和剪切面接

近时，剪切带角度最小的规律。

１　剪切带角度的分叉理论预测

剪切带的各向异性规律需要用各向异性模型描

述。有关模型和分叉理论的详细描述见文献［１５］，

本文中只对分叉理论预测平面应变条件下剪切带角

度做简要介绍。

岩土材料应力应变关系普遍的特征如图１所

示：加载初期材料处于弹性变形阶段，随着变形的增

大材料进入塑性状态，应力随着变形的增大而增大，

此时材料处于应变硬化阶段；当塑性变形达到一定

程度后，应力达到材料强度值，随着变形的继续增

大，应力开始逐渐降低，即材料进入应变软化阶段。

从硬化阶段到软化阶段的转变，一般认为是材料变

形模式的分叉所造成，转变的临界点即为分叉点。

分叉前材料状态相对稳定，分叉后则处于失稳状态，

此时应力应变关系不唯一。

分叉的物理机制材料中的薄弱点与应力集中点

有关，在荷载作用下，土颗粒从这些点开始定向排

列，逐步扩展形成一个贯穿的剪切带。剪切带产生

意味着材料原先均匀变形模式的分叉，使得变形模

式不再均匀。在数学上，描述应变局部化的发生条

件一般为：在均匀变形场上假设一个附加变形场的
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图１　应力应变关系

犉犻犵．１　犛狋狉犲狊狊狊狋狉犪犻狀狉犲犾犪狋犻狅狀狊

　

存在，当材料受到进一步加载作用时，寻求满足这种

附加变形存在和发展的条件，即分叉条件。

Ｖａｌａｎｉｓ
［１６］认为分叉点对应于材料失稳的极限

点，也是判断材料失稳的充分必要条件。极限点对

应的应力率为零，切线模量具有零特征值，即

ｄｅｔ（犇ｅｐ犻犼犽犾）＝０ （１）

式中：犇ｅｐ犻犼犽犾 为本构弹塑性张量。钱建固等
［１７］推导了

真三维应力状态下有限变形的分叉理论判别条件：

［ｄｅｔ狀犼犇
ｅｐ
犻犼犽犾狀犾－

１

２
（σ犻犽＋σ犼犽狀犼狀犻－

σ犻犼狀犼狀犽－σ犼犾δ犻犽狀犼狀犾 ］） ＝０ （２）

式中：狀犻表示剪切带的单位法线矢量；σ犻犼 为当前应

力张量分量；δ犻犼 为ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ运算符号。

平面应变条件下，应力分量为σ狓狓 、σ狔狔 、σ狕狕 和

τ狓狔 ，且有狀狕 ＝０。对于小变形理论，则局部化变形

的判别准则为

ｄｅｔ
犇狓狓狓狓狀

２
狓＋犇狓狔狓狔狀

２
狔 犇狓狓狔狔狀狓狀狔＋犇狓狔狓狔狀狓狀狔

犇狓狔狓狔狀狓狀狔＋犇狔狔狓狓狀狓狀狔 犇狓狔狓狔狀
２
狓＋犇狔狔狔狔狀

２
狔

＝０

（３）

　　对式（３）进行整理得

犇狓狓狓狓犇狓狔狓狔狀
４
狓＋

犇狓狓狓狓犇狔狔狔狔 －犇狔狔狓狓犇狓狓狔狔 －

犇狓狔狓狔犇狓狓狔狔 －犇狓狔狓狔犇狔狔（ ）狓狓

狀２狓狀
２
狔＋

犇狓狔狓狔犇狔狔狔狔狀
４
狔 ＝０ （４）

　　将式（４）简化为

犪ｔａｎ４θ＋犫ｔａｎ
２
θ＋犮＝０ （５）

式中：ｔａｎθ＝狀狓／狀狔 ，θ为剪切带与狓坐标轴的夹角；

犪＝犇狓狓狓狓犇狓狔狓狔 ＝犇１１犇３３ ；犮＝犇３３犇２２；

犫＝犇狓狓狓狓犇狔狔狔狔 －犇狓狓狔狔犇狔狔狓狓 －犇狓狔狓狔犇狓狓狔狔 －

犇狓狔狓狔犇狔狔狓狓 ＝犇１１犇２２－犇１２犇２１－犇３３犇１２－犇３３犇２１

对于式（５），从无实解到有实解这一特殊临界状态的

条件是犫／犪≤０，且犫
２
－４犪犮＝０。则相应的剪切带角

度为

θ＝±ａｒｃｔａｎ －
犫
２槡 犪

（６）

２　剪切带角度的传统理论预测

土力学中，传统剪切带角度判别准则常用的是

ＭＣ理论，还有Ｒｏｓｃｏｅ理论和Ａｒｔｈｕｒ理论。

２．１　犕犆理论

对于砂土，ＭＣ理论认为，剪切带形成准则为

ｓｉｎφｆ＝
σ１－σ３

σ１＋σ３
（７）

式中：φｆ为土体破坏时的内摩擦角；各向同时，φｆ是

一个常量。如图２，剪切带方向与小主应力σ３ 方向

的夹角为

θ＝
π
４
＋φ

ｆ

２
（８）

ＭＣ理论没有考虑中主应力的影响，它是在试验的

基础上的一种简单线性假设，应力水平较高时，理论

预测与试验结果有偏差。

图２　犕犆理论破坏面

犉犻犵．２　犉犪犻犾狌狉犲狊狌狉犳犪犮犲狅犳犕犆狋犺犲狅狉狔
　

２．２　犚狅狊犮狅犲理论

Ｒｏｓｃｏｅ等
［１］认为土体应变大小与土体破坏密

切相关，假设剪切带方向与零伸长方向相同，用

Ｍｏｈｒ圆表示应变增量，剪切带与主应变轴ｄε３ 的夹

角为

θ＝
π
４
＋ψ
２

（９）

式中：ψ为土体的剪胀角

ｓｉｎψ＝－
ｄε１＋ｄε３
ｄε１－ｄε３

（１０）

　　如图３所示，Ｒｏｓｃｏｅ理论确定的剪切带方向实

质上是滑移面的方向。相对 ＭＣ理论，Ｒｏｓｃｏｅ理论

强调了应变增量对土体破坏的影响，理论采用剪切

带方向平行于零伸长线的假设，没有形成具体的剪

切带判别准则。
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图３　犚狅狊犮狅犲理论破坏面

犉犻犵．３　犉犪犻犾狌狉犲狊狌狉犳犪犮犲狅犳犚狅狊犮狅犲狋犺犲狅狉狔
　

２．３　犃狌狋犺狌狉理论

在工程实践中，ＭＣ理论预测剪切带角度偏

大、偏保守，可作为剪切带的上限值。相反，Ｒｏｓｃｏｅ

理论的预测值则偏小、不安全，该值可作为剪切带角

度的下限值。鉴于上述两种经典理论对剪切带方向

预测特点，Ａｕｔｈｕｒ等
［１８］建议用两个理论的算术平

均值预测剪切带倾角

θ＝
π
４
＋ψ
４
＋φ
４

（１１）

３　剪切带角度的试验结果

图４（ａ）、（ｂ）分别是 Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］和 Ｙｏｓｈｉｄａ

等［１０］的平面应变试验结果，试验都清晰地观测到剪

切带。

图４　平面应变试验的剪切带

犉犻犵．４　犛犺犲犪狉犫犪狀犱狊狅犳犘犾犪狀犲狊狋狉犪犻狀狋犲狊狋

　

图４中Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］用Ｔｏｙｏｕｒａ重塑砂和天

然砂平面应变试验观测到剪切带倾角的规律为：

１）剪切带方向和峰值状态内摩擦角和剪胀角相

关且内摩擦角度远远大于剪胀角。

２）竖向沉积的砂土有明显的各向异性，因此剪

切带受其沉积方向影响显著，然而理论研究时往往

忽略了各向异性的影响。

３）当应力增量轴和应变增量轴发生旋转时，它

们的增量方向不相同，表现为非共轴。

４）剪切带方向会受边界条件的限制。如应力的

均匀性和位移以及砂粒粒径与试样尺寸等。

５）不同沉积角度砂样的剪切带角度变化很大，

各向异性规律明显。当沉积面方向和大主应力方向

一致时，剪切带角度与 ＭＣ理论值接近；当沉积面

方向和大主应力方向夹角为５６°～６７°，剪切带倾角

最小，此时沉积面和剪切带的方向接近，剪切带角度

和Ｒｏｓｃｏｅ理论接近。

砂土剪切带的细观研究［２４］表明其粒径、形状等

对剪切带的厚度有很大影响，因此，结合细观特性研

究剪切带形成机理更符合材料的物理性质。

４　分叉理论与传统理论的对比

图５为Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］通过试验观测到的剪切

图５　破坏面与砂土沉积面试验值

犉犻犵．５　犜犲狊狋狉犲狊狌犾狋狊犫犲狋狑犲犲狀犳犪犻犾狌狉犲狊狌狉犳犪犮犲犪狀犱

狊犪狀犱犱犲狆狅狊犻狋犻狅狀狊狌狉犳犪犮犲
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带角度的平面应变结果。试验做了４９、９８和３９２

ｋＰａ三种围压、不同沉积角度试验。为了能够较好

观测剪切带，饱和试样的表面都做了润滑处理，在中

主应力加载面上采用激光斑纹法观测剪切带的形成

过程。

试验结果给出了剪切带角度、内摩擦角和剪胀

角的试验检测值，将该试验结果按照前面介绍的３

种传统理论整理，即 ＭＣ 理论、Ｒｏｓｃｏｅ理论和

Ａｒｔｈｕｒ理论。图５为剪切带观测的试验数据按传

统３种理论整理的结果。图中可以看出，同种砂在

相同的实验条件下，剪切带倾角试验值不唯一，不同

沉积角度的砂样剪切带角度变化很大，表现出很强

的各向异性。当沉积面方向和大主应力方向一致

时，剪切带方向和最大应力等倾面方向（ＭＣ理论）

接近；当沉积面方向和小主应力方向夹角为５６°～

６７°，剪切带倾角最小，接近于Ｒｏｓｃｏｅ理论值；３组围

压下剪切带倾角变化趋势都相似，整体上随剪切带

角度围压升高而略有降低，试验得到的３种理论的

计算值都无法描述其表现的各向异性；图５从试验

角度证实了传统的３种理论都无法较好解释剪切带

倾角的各向异性规律。

Ｔｏｙｏｕｒａ砂的剪切带倾角试验值和传统的３种

理论的对比仍然得到了：ＭＣ理论是试验上限值，

Ｒｏｓｃｏｅ理论是试验的下限值，取上、下限的简单平

均值的Ａｒｔｈｕｒ理论，尽管较前两种理论有所改善，

然而，对其表现很强的各向异性还是很难解释。因

此，本文用分叉理论进行预测。

图６为分叉理论预测与剪切带倾角的试验值的

对比。分叉理论采用的模型详见文献［１５］。从图６

可以看出：同一孔隙比和同一围压条件下，分叉理论

能够较好描述剪切带角度随沉积面角度的变化规

律；３种围压下比较，整体上剪切带角度随围压的增

大而减小；综合可以看出分叉理论对其表现的各向

异性的变化趋势有较好的描述效果，但是预测值略

低于试验结果，尤其在图６（ｃ）中，３９２ｋＰａ围压下比

较明显，文献［１５］对本构模型做了修正后有效解决

了这个问题。

５　平面应变强度与三轴强度对比分析

图７为同一围压、同一孔隙比、不同沉积面角度

的平面应变试验和三轴试验值与模拟值。平面应变

试验为Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］的研究成果，三轴试验为Ｏｄａ

等［９］和Ｌａｍ等
［１９］不同试样尺寸的试验结果，试验的

围压均为９８ｋＰａ，孔隙比控制接近。为了能够直观

反映平面应变试验强度和三轴试验强度值的关系，

图６　分叉理论预测切带角度

犉犻犵．６　犜犺犲犪狀犵犾犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狊狅犳狊犺犲犪狉犫犪狀犱

狑犻狋犺犫犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀狋犺犲狅狉狔
　

图７做了归一化，归一化强度为φｆ／φ（β＝９０°）。从图７

可以看出平面应变试验和三轴压缩试验的规律差别

很大，三轴压缩强度随沉积面角度是单调变化的，然

而平面应变试验则是在大主应力轴与沉积平面夹角

为５６°～６４°时强度达到最小值，然后随沉积面角度

的增大强度又有一定增加；另外，图７中的试验可以

看出，平面应变和三轴压缩强度的关系并不是像一

般土力学中关于土的抗剪强度形成的概念，即：在相

同条件下平面应变强度总是比三轴压缩强度高

２０％左右，而是在大主应力轴与沉积平面夹角为

５６°～６４°时，平面应变强度可能接近三轴压缩强度。

因此，就会产生这样的疑问：相同的砂、相同的制样

方法和相同应力条件，两者的强度规律差异为什么

如此明显？

强度差异的根本原因在于砂土的各向异性和是

否有剪切带的产生。砂土为各向同性时，两者关系
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简单，都不随旋转角的变化而变化，三轴强度高于平

面应变强度；砂土为各向异性时，两者都随旋转角的

变化而变化。三轴试验强度单调增加，平面应变强

度则是先减小然后增大。两者相比，三轴压缩试验

很难观察到剪切带的形成，然而平面应变试验都观

测到了明显的剪切带，因此，平面应变状态下必须考

虑剪切带对强度的影响。剪切带形成的内在机理还

需要结合砂土的细观分析才能够较好解释。

图７　犜狅狔狅狌狉犪砂的各向异性强度规律（文献［９］）

犉犻犵．７　犃狀犻狊狅狋狉狅狆狔狊狋狉犲狀犵狋犺狅犳犜狅狔狅狌狉犪狊犪狀犱

　

６　平面应变各向异性强度的细观解释

砂土的各向异性强度受砂土细观特性和组构方

向的影响。图８是剪切带方向相对沉积面方向的两

种关系。Ｔａｔｓｕｏｋａ等
［８］试验发现：当大主应力相对

沉积面为５６°和６７°时，只得到了图８（ｂ）型剪切带，

当旋转角为２３°和７９°时，多数试验都表现出图８（ａ）

型的剪切带，当沉积面角度为４５°时，两种形式的剪

切带都会出现。可见剪切带不一定沿沉积面方向，

但是沉积面角和剪切带角接近时会诱发剪切带过早

产生。

结合平面应变剪切带试验分析结果和沉积面与

剪切带产生的关系可以解释平面应变强度的特性。

当大主应力轴与沉积平面夹角为５６°～６５°时，此时

剪切带和沉积面方向很接近，而且只得到了ｂ型剪

切带，因此，当沉积面角度和剪切带角度接近时，较

早触发应变局部化产生，从而，土体表现了比较低的

强度；当大主应力轴与沉积平面方向夹角为０°时，即

沉积面和中主应力方向一致，沉积面方向受刚性约

束，抑制了应变局部化的发生，因此，这种条件下强

度达到最大值。

同时，细观研究发现平面应变状态和轴对称状

态各向异性程度存在差异的主要原因是：砂土在平

图８　砂土沉积面和破坏面的关系

犉犻犵．８．犜犺犲狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狊犪狀犱

犫犲犱犱犻狀犵狆犾犪狀犲犪狀犱犳犪犻犾狌狉犲狊狌狉犳犪犮犲

　

面应变状态下会表现更多的局部化变形，颗粒排列

不易改变；然而，在轴对称条件下砂土会表现更多的

均匀变形，这种条件下颗粒排列容易变化。因此，同

种砂的平面应变强度各向异性比常规三轴试验强度

表现的更明显。

综上所述，考虑砂土的细观组构影响时，模型能

够较好反映三轴条件下主应力相对砂土沉积面不同

角度的强度规律，结合分叉理论模型可以自然描述

平面条件下剪切倾角受砂土细观沉积角度的影响，

再次验证了宏细观结合本构模型描述砂土各向异性

的合理性。

７　结　语

根据各向异性Ｔｏｙｏｕｒａ砂的剪切带角度的试验

结果，用传统三种理论预测的剪破度与分叉理论预

测的结果进行了对比分析。

按照三种传统理论对试验数据整理后发现，各

向异性砂土的三轴试验剪切带角度和平面应变条件

下的剪切带角度表现出明显不同的各向异性，必须

建立各向异性本构关系对其特性进行描述。然而，

建立在三轴试验基础上的本构关系对该试验条件下

的剪切带角度规律可以较好描述，但无法对平面应

变条件下的剪切带角度规律进行描述。各向异性模
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型结合分叉理论则可以较好解决了这个问题。

对比分析结果表明，模型结合分叉理论能够描

述多种应力状态下平面应变剪切带角度的变化规

律。能够从细观角度解释平面应变条件下砂土沉积

面对各向异性剪切带角度规律的影响。
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