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摘　要：常规应力状态由３个正应力和３个剪应力共６个分量组成，因此，确定一点的应力状态至

少需要６个单向应力计。基于三维应力状态理论，以单向应力计或压力计为基本元件，设计了一种

能测试受力体内部三维应力状态的装置。该测试装置由６个单向应力计组成，且应力计的轴线构

成四面体的６个棱。考虑测试装置对稳定性、合理性、便利性等技术要求，该四面体的形状可以设

计为正四面体和由正方体截取的正三棱锥。根据某一方向上正应力与常规应力状态表示方法中６

个应力分量之间的关系，建立了三维应力计各分量与常规应力分量之间的映射关系，并进一步导出

了由三维应力计计算常规应力状态的方法及产生误差的原因。
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　　钢材、混凝土、岩土材料等在低应力状态下可以

认为其力学性质是线性的，但在稍高应力状态下则

往往表现出强烈的非线性和非均匀性［１２］。因此，工

程材料在某一外界条件下的变形、屈服、流变等力学

性能不仅取决于其本身的物质组成，还依赖于其所

处的应力水平［３５］。所以，准确测试、认识工程材料

当前的应力状态对正确认识其变形特征和工作状

态，进行工程健康诊断和维修加固等工作具有重要

意义［６８］。

目前，物体表面或内部某点的单向应力测试技

术比较成熟。常用方法是在受测物体表面某一确定

方向上布置直接测试元件或间接测试元件。直接测

试元件包括钢筋计、应力计等；间接测试（通过应变

算应力）元件包括各类应变片。

一点的空间应力状态包含３个正应力和３个剪

应力共６个分量。多数材料的物理力学性质必须在

三维条件下研究才更具工程价值和理论意义［９１２］。比

如，混凝土在拉扭剪或三向压缩作用下的应力状态研

究；岩土在三向轴力作用下的变形特性研究等，均较

单向受力更具普遍性，也更为复杂［１３１６］。而进行三维

应力状态测试，则是开展上述研究的基础性工作。

现有的只测试某一确定方向上主应力的方法至

少存在两方面的弊病。一是大主应力方向多数情况

下是不明确的，从而直接导致按最大主应力方向布

置应力计的方法存在一定的主观性。二是材料的强

度、变形、屈服等性质与６个应力分量都有关系而不

仅仅依赖于最大正应力。因此，在工程中仅仅谋求

测试最大正应力的方法往往是片面的。

基于三维应力状态理论，以电阻应变片为基本

元件，设计了一种能测试受力体内部三维应力状态

的装置———三维应力计。该测试装置由６个布置在

某一四面体６条棱上的单向应力计或电阻应变片组

成。根据某一方向上正应力与常规应力状态６个应

力分量之间的关系，建立了三维应力计各分量与常

规应力分量之间的关系，并进一步导出了由三维应

力计计算常规应力状态的方法。

１　三维应力计的结构形式

平面应力状态包括２个正应力和１个剪应力，

如图１（ａ）所示。

平面应力状态的数学表达式为

σ＝ ｛σ狓 σ狔 σ狓狔｝ （１）

　　三维应力状态包含３个正应力和３个剪应力，

如图１（ｂ）所示。其数学表达式为

σ犻犼 ＝

σ狓 σ狓狔 σ狓狕

σ狔狓 σ狔 σ狔狕

σ狕狓 σ狕狔 σ

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

（２）

式中：σ狓狔＝σ狓狔，σ狓狕＝σ狕狓，σ狔狕＝σ狕狔，即３个正应力和３

个剪应力共６个分量可以完整刻画一点的应力状

态。因此，要想测得一点的应力状态，需要测得６个

应力分量，也即需要６个普通应力计。最直观、最简

单的一种三维应力计可以设计为图２所示的结构

形式。

图１　一点应力状态的常规表示方法

犉犻犵．１　犜犺犲犮狅犿犿狅狀犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀狅犳狊狋狉犲狊狊狊狋犪狋犲犪狋犪狆狅犻狀狋

　

图２　直角式三维应力计的结构组成

犉犻犵．２　犜犺犲狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳狋犺犲狉犻犵犺狋犪狀犵犾犲狋犺狉犲犲

犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊狋狉犲狊狊犪狆狆犪狉犪狋狌狊

　

在图２中，犗犃犅犆犇犈犉犌 为正六面体，犗犃犆犇

为其一角。在相互垂直的３个方向犗犃、犗犆和犗犇

上可以布置３个应力计犪、犫和犮，在犃犆、犆犇 和犃犇

方向布置另外３个应力计犱、犲和犳。这６个应力计

分布在不同的方向上，因此可以测得该点６个不同
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方向上的正应力，并进一步可以得到该点基于常规

应力状态表示方法的三维应力状态。

另外一种三维应力计的结构形式是基于正四面

体的，即在正四面体犗犃犅犆的六条棱上布置测试元

件，如图３所示。与图２相比，图３所示的正四面体

结构更为稳定，且６个应力计均处于同等位置。因

此，无论从骨架的稳定性方面考虑，还是从现场操作

的便利性讲，正四面体应力计更为合理。

图３　正四面体式三维应力计的结构组成

犉犻犵．３　犜犺犲狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳狋犺犲狉犲犵狌犾犪狉狋犲狋狉犪犺犲犱狉狅狀狋犺狉犲犲

犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊狋狉犲狊狊犪狆狆犪狉犪狋狌狊

　

图４为２种应力计的实物照片。为了保证各测

试单元之间的相对角度在施工过程中保持稳定，各

交叉点处以塑料球铰相联。塑料球铰有一定刚度但

强度较低。它的使用即起到了固定各测试单元的作

用，又能保证在较高应力状态时自动失去联结作用

从而确保各测试单元在不受其他测试单元干扰的情

况下独自变形。

图４　２种三维应力计的实物照片

犉犻犵．４　犜犺犲狆犺狅狋狅犲狊狅犳狋犺犲狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾

狊狋狉犲狊狊犪狆狆犪狉犪狋狌狊犲狊

　

２　三维应力计的工作原理

如前所述，只要能测得某点６个不同方向上的

正应力分量，就可以得到该点的应力状态。因此，像

二维应力计可以有多种结构形式一样，三维应力计

的结构形式也可以是多种多样的，而不仅仅限于图

２和图３这２种特殊形式。但是，不难看出，这２种

三维应力计最为合理、简单、实用。首先研究一般形

式的三维应力计计算方法，再进一步给出图２和图

３这２种特殊三维应力计的计算方法。

在三维空间中，假设某应力测试元件设置在犗犃

方向，如图５所示。则犗犃 在狓、狔、狕３个坐标轴方

向上的投影犾、犿、狀分别为

犾＝ｓｉｎδｃｏｓφ （３）

犿＝ｓｉｎδｓｉｎφ
　 （４）

狀＝ｃｏｓδ　　 （５）

图５　测试元件在三维空间中的方向余弦

犉犻犵．５　犜犺犲犱犻狉犲犮狋犻狅狀犮狅狀狊犻狀犲犳狅狉犪狊狋狉犲狊狊犵犪狌犵犲

　

式中：δ为测试元件所在直线与狕轴的夹角，φ为该

直线在平面狓犗狔上的投影与狓轴的夹角，这里将它

们通称为方位角。若已知一点的应力状态为σ犻犼（式

（２）），则犗犃方向的正应力为

σ狀 ＝σ狓犾
２
＋σ狔犿

２
＋σ狕狀

２
＋

２σ狓狔犾犿＋２σ狔狕犿狀＋２σ狕狓狀犾 （６）

　　也就是说，给定一点的应力状态，则任意方向上

的正应力均可以由式（６）得到。设６个不同方向上

的正应力σ犽为

σ犽 ＝σ狓犾
２
犽＋σ狔犿

２
犽＋

σ狕狀
２
犽＋２σ狓狔犾犽犿犽＋２σ狔狕犿犽狀犽＋２σ狕狓狀犽犾犽 （７）

式中：犽＝１，２，３，４，５，６。进一步，可以将式（７）写

成矩阵形式，即

σ１

σ２

σ３

σ４

σ５

σ

烅

烄

烆

烍

烌

烎６

＝

犾２１犿
２
１狀

２
１２犾１犿１２犿１狀１２狀１犾１

犾２２犿
２
２狀

２
２２犾２犿２２犿２狀２２狀２犾２

犾２３犿
２
３狀

２
３２犾３犿３２犿３狀３２狀３犾３

犾２４犿
２
４狀

２
４２犾４犿４２犿４狀４２狀４犾４

犾２５犿
２
５狀

２
５２犾５犿５２犿５狀５２狀５犾５

犾２６犿
２
６狀

２
６２犾６犿６２犿６狀６２狀６犾

烅

烄

烆

烍

烌

烎６

σ狓

σ狔

σ狕

σ狓狔

σ狔狕

σ

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕狓

（８）

或

｛σ犽｝＝犜｛σ犼｝ （９）

式中：犼＝狓，狔，狕，狓狔，狔狕，狕狓，而
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犜＝

犾２１ 犿
２
１ 狀

２
１ ２犾１犿１ ２犿１狀１ ２狀１犾１

犾２２ 犿
２
２ 狀

２
２ ２犾２犿２ ２犿２狀２ ２狀２犾２

犾２３ 犿
２
３ 狀

２
３ ２犾３犿３ ２犿３狀３ ２狀３犾３

犾２４ 犿
２
４ 狀

２
４ ２犾４犿４ ２犿４狀４ ２狀４犾４

犾２５ 犿
２
５ 狀

２
５ ２犾５犿５ ２犿５狀５ ２狀５犾５

犾２６ 犿
２
６ 狀

２
６ ２犾６犿６ ２犿６狀６ ２狀６犾

烅

烄

烆

烍

烌

烎６

（１０）

因此

σ｛ ｝犼 ＝犜
－１
σ｛ ｝犽 （１１）

　　对于图２所示的直角式布置方案，各应力测试

元件的方向余弦如表１所示。

表１　直角式三维应力计各测试元件的方向余弦

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犱犻狉犲犮狋犻狅狀犮狅狊犻狀犲狅犳狊狋狉犲狊狊犵犪狌犵犲狊犳狅狉狋犺犲狉犻犵犺狋

犪狀犵犾犲狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊狋狉犲狊狊犪狆狆犪狉犪狋狌狊

应变片 犾 犿 狀

犪 １ ０ ０

犫 ０ １ ０

犮 ０ ０ １

犱 －０．７０７ ０．７０７ ０

犲 ０ ０．７０７ －０．７０７

犳 ０．７０７ ０ －０．７０７

因此，根据式（１０）可以得到

犜＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０．５ ０．５ ０ －１ ０ ０

０ ０．５ ０．５ ０ －１ ０

０．５ ０ ０．５ ０ ０ －

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

（１２）

　　进一步可以得到

犜－１＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０．５ ０．５ ０ －１ ０ ０

０ ０．５ ０．５ ０ －１ ０

０．５ ０ ０．５ ０ ０ －

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

（１３）

２．２　正四面体式三维应力计

类似于直角式三维应力计各测试元件一样，正

四面体式三维应力计各测试元件的方位角和方向余

弦同样可以得到，其结果如表２所示。

表２　正四面体式三维应力计各测试元件的方向余弦

犜犪犫犾犲２　犜犺犲犱犻狉犲犮狋犻狅狀犮狅狊犻狀犲狅犳狊狋狉犲狊狊犵犪狌犵犲狊犳狅狉狋犺犲狉犲犵狌犾犪狉

狋犲狋狉犪犺犲犱狉狅狀狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾狊狋狉犲狊狊犪狆狆犪狉犪狋狌狊

应变片 δ／（°） φ／（°） 犾 犿 狀

犪 ９０ ０ １．０ ０．０００ ０

犫 ９０ ６０ ０．５ ０．８６６ ０

犮 １４４．７ ３０ ０．５ ０．２８９ －０．８１６

犱 ９０ １２０ －０．５ ０．８６６ ０

犲 １４４．７ ９０ ０．０ ０．５７８ －０．８１６

犳 １４４．７ １５０ －０．５ ０．２８９ －０．８１６

同样，根据式（１０）可以得到

犜＝

１ ０ ０ 　０ 　０ 　０

０．２５０ ０．７５０ ０ 　０．８６６ 　０ 　０

０．２５０ ０．０８４ ０．６６６ 　０．２８９ －０．４７２ －０．８１６

０．２５０ ０．７５０ ０ －０．８６６ 　０ 　０

０ ０．３３４ ０．６６６ 　０ －０．９４３ 　０

０．２５０ ０．０８４ ０．６６６ －０．２８９ －０．４７２ 　０．

烅

烄

烆

烍

烌

烎８１６

（１４）

　　对应的逆阵为

犜－１ ＝

　１ ０ 　０ 　０ 　０ ０

－０．３３３ ０．６６７ 　０ 　０．６６７ 　０ ０

－０．８３５ ０．１６７ 　１．５０３ 　０．１６７ －１．５０５ １．５０３

　０ ０．５７７ 　０ －０．５７７ 　０ ０

－０．７０８ ０．３５４ 　１．０６２ 　０．３５４ －２．１２３ １．０６２

　０ ０．２０５ －０．６１３ －０．２０５ 　０ ０．

烅

烄

烆

烍

烌

烎６１３

（１５）

　　矩阵犜存在逆阵的条件是其秩等于６，即

狉（犜）＝６ （１６）

　　因此，组成三维应力计的６个测试元件，其布置

方法不是随意的，而应满足式（１６）的限定条件。在

构造其他结构形式的三维应力计时，必须核对是否

满足这一基本要求。
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３　两种三维应力计的误差估计

一般认为，误差包括系统误差和偶然误差两种。

由三维应力计的制作过程产生的、对测试结果有稳

定影响的误差称为系统误差。在使用过程中，由于

偶然因素产生的呈正态规律分布的误差称为偶然误

差。系统误差产生的原因主要包括以下几个方面：

１）３个测试元件的轴线难以绝对交汇于一点；２）６条

棱的长度存在误差从而影响测试元件之间的角度；

３）４个塑料球铰的物理力学性能存在必然的差异

性；４）４个塑料球铰与测试元件的联结也必然存在

差异等。

设犜－１的第犼个行向量为狉犼，即

狉犼 ＝ 狉犼１ 狉犼２ 狉犼３ 狉犼４ 狉犼５ 狉犼｛ ｝６ （１７）

　　则根据式（１１）可以得到σ犼的系统误差Δσ犼为

Δσ犼 ＝
６

犻＝１

狉犼犻Δσ犻 ＝狉犼１Δσ１＋

狉犼２Δσ２＋…＋狉犼５Δσ５＋狉犼６Δσ６ （１８）

式中：Δσ犽为第犽个测试元件的系统误差。为了缩小

系统误差对三维应力计测试结果的影响，应针对以

上引起系统误差的原因进行三维应力计制作过程中

的质量控制。另外，三维应力计放置位置和放置角

度的准确性，也会引起系统误差。

当然，由三维应力计获得的６个常规应力分量

参数与真值之间也会存在偶然误差。若第犽个测试

元件读数σ犽的标准差为δ犽，则第犼个待测应力分量

σ犼的标准差δ犼为

δ犼 ＝ｓｑｒｔ
６

犽＝１

狉２犼犽δ
２
犽 （１９）

　　若６个测试元件的标准差均等于δ０，则

δ犼 ＝δ０×ｓｑｒｔ
６

犽＝１

狉２犼犽 （２０）

　　因此，要想获得较高精度，应使
６

犽＝１

狉２犼犽 最小。所

以，对于图２所示的布置方式，各待测应力分量的标

准差为

δ犼 ＝ ｛１ １ １ １．５ １．５ １．５｝δ０ （２１）

　　对于图３所示布置方式，各待测应力分量的标

准差为

δ犼 ＝ ｛１ １ ７．５３６ ０．６６６ ７．５１５ ０．８３６｝δ０

（２２）

　　可见，三维应力计的结构布置方式和测试时的

放置角度，都会影响测试结果的误差大小。与图２

所示的布置方式和放置方位相比，图３所示测试方

法的误差稍大。当某一测试元件与某一待测方向重

合或测试元件对称时，该方向上的应力测试值将逼

近于真值，也即偶然误差较小；相反，当某一待测值

方向均斜交于各测试元件时，偶然误差最大。

４　结　论

基于三维应力状态理论，设计了一种能测试受

力体内部三维应力状态的装置———三维应力计。该

测试装置由６个单向测试元件组成，且各测试元件

的轴线构成四面体的６条棱。根据某一方向上正应

力与常规应力状态表示方法之间的关系，建立了三

维应力计各分量与常规应力分量之间的关系，并进

一步导出了由三维应力计计算常规应力状态的方

法。最后，对该装置产生系统误差和偶然误差的原

因进行了分析和计算，并进一步指出了减小误差的

路径和方法。
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